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Begriindung des ,tertium non datur“ mittels der 
Hilbertschen Theorie der Widerspruchsfreiheit '). 
Von 


Wilhelm Ackermann in Géttingen. 





Die Hilbertschen Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mathematik 
wollen von dem sonst so vollendeten Gebiude der Mathematik den haB- 
lichen Flecken der Paradoxien tilgen und wertvolle Bestandteile der 
Mathematik, wie z. B. die Mengenlehre, vor der alles vernichtenden Skepsis 
retten. Der Weg, der zu diesem Ziele fiihrt, ist die axiomatische Me- 
thode. Die wichtigste Frage, die sich bei diesen Untersuchungen immer 
an irgendwelche eingefiihrten Axiome anschlieBt, ist natiirlich die nach 
ihrer Widerspruchsfreiheit. Den Inhalt der vorliegenden Arbeit bildet 
auch ein Widerspruchsfreiheitsbeweis. 

Die Paradoxien treten in der Mathematik nur da auf, wo es sich 
um unendliche Gesamtheiten handelt, wo die Worte ,,alle“ und ,,es gibt* 
und die nur mit Hilfe dieser Worte zu formulierenden transfiniten SchluB- 
weisen wie die ,,vollstaindige Induktion“ und das ,,tertium non datur“ ge- 
braucht werden. Man wiirde sich also im Kreise drehen, wollte man 
diese SchluBweisen wieder bei den Widerspruchsfreiheitsbeweisen anwenden. 
Diese wiirden dann wieder dem Gebiet des Problematischen angehéren, 
das man gerade vermeiden will. Diese Schwierigkeiten vermeidet nun 
Hilbert durch seine bekannte Unterscheidung von Mathematik und Meta- 
mathematik. Die Mathematik wird zu einem Bestand an Formeln, 
an Zeichen. Auch das Transfinite findet hier sein anschauliches, finites 
Bild. Die Metamathematik erbringt den Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir 
die Mathematik. Da die Metamathematik nur Aussagen iiber konkrete, 
anschaulich vorliegende Dinge macht, so kommt sie ganz ohne trans- 
finite Schliisse aus. Sie benutzt nur solche primitive und endliche Schlub- 
weisen, wie sie auch von den hartnickigsten Skeptikern zugestanden werden. 


*) Inauguraldissertation Gottingen 1924. 
Mathematische Annalen. 93. 1 
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1. Kurzer Uberblick iiber die Hilbertsche Beweistheorie. 


Um den Gedankengang unserer Beweisfiihrung wirklich verstehen zu 
kénnen, ist eine genauere Kenntnis der Hilbertschen Beweistheorie not- 
wendig. Es sollen hier daher die Hauptpunkte dieser Theorie, soweit sie 
zum Verstindnis der spiteren Ausfiihrungen notwendig sind, kurz zu- 
sammengefaBt werden, zumal auch die bisherigen Veréffentlichungen 
Hilberts*) nur aus knappen Andeutungen bestehen. 

Die Bausteine der Mathematik sind gewisse Zeichen. Man unter- 
scheidet folgende: 

1. Individualzeichen : 

a) 0, 1, +, -, =, +, — (lies ,,folgt‘t), & (lies ,,und“), v (lies 
,, oder“ ), (lies ,,nicht“‘), 

b) Zeichen fiir individuelle Funktionen (kleine griechische Buch- 
staben): @(-), d(-,-), usw., mit einer oder mehreren Leer- 
stellen, die durch Punkte angedeutet sind. 

2. Zeichen fiir Variable (lateinische Buchstaben): 

u) a, b, c, ... (Grundvariable). 

b) f(-), m(-,-), ... (Funktionsvariable mit einer oder mehreren 
Leerstellen.) — Diese werden auch wieder unterschieden, je 
nachdem in den Leerstellen eine Grundvariable oder eine 
Funktion und welche Funktion darin steht. 

c) A, B, C, A(a), B(b), A, f(a), ... (Formelvariable). — Der 
Index a bei A,f(a) soll hier bedeuten, daB f(-) die Variable 
ist und nicht das Argument von f(-). 

Unter ,,Funktionalen“ versteht Hilbert folgendes: zunichst Kombi- 
mationen der Zeichen (), 1 und der kleinen lateinischen Buchstaben durch 
+ und -. Speziell heiBen Funktionale von der Gestalt: 0, 0+1, 
0+1+1+1+1 Zahlzeichen. Ferner rechnen zu den Funktionalen 
Funktionen, in deren Leerstellen Funktionale eingesetzt sind. Funktio- 
nale sind also auch: 6(0), »(d(a)-6,0-+1) usw. 

Steht links und rechts von einem der Individualzeichen —, + ein 
Funktional, so heiBt das Ganze eine Formel. Ebenso heiBen die groBen 
lateinischen Buchstaben Formeln (variable Formeln). Ferner soll, wenn 
links und rechts von einem der Individualzeichen —-, &, V Formeln stehen, 
das Ganze wieder eine Formel heiBen; desgleichen wenn eine Formel iiber- 





strichen ist. Z. B. ist das folgende eine Formel: A—» A —~0+1=a. 


*) D. Hilbert, Neubegriindung der Mathematik, Abhandlungen aus dem Mathe- 
matischen Seminar der Universitat Hamburg 1 (1922). — D. Hilbert, Die logischen 
Grundlagen der Mathematik, Math. Annalen 88 (1922). 
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Steht rechts und links von dem Individualzeichen — ein Funktional und 
wollen wir einen Strich iiber die Formel machen, so setzen wir statt 


dessen auch das Zeichen + zwischen die Funktionale; also statt 0 — 0 + 1 
schreiben wir 0 + 0+ 1. 


Dies waren die Zeichen der Mathematik. Neben ihnen gibt es die 
Zeichen der Metamathematik (deutsche Buchstaben). Diese sind nicht 
selbst Gegenstand der Betrachtung, sondern dienen nur zur Mitteilung, 
zur Abkiirzung, und zwar kleine deutsche Buchstaben: a, b, c, ... zur 
Mitteilung, zur Abkiirzung von Funktionalen; groBe deutsche Buchstaben 
U4, B, €, ... zur Mitteilung von Formeln. a(a) bezeichnet ein Funk- 
tional, in dem die Grundvariable a vorkommt, %,,.(f(a@), m(b, c)) eine 
Formel, in der die Funktionsvariablen f(-) und m(-,-) vorkommen, usw. 

Bestimmte Formeln nennt man nun Axiome. Wir werden sie spiter 
genauer angeben. Beispiele fiir Axiome sind: 


A—B—A, a=a, b6(a,b+1)=9d[d(a, b)). 


Aus den Axiomen leiten wir nach einem bestimmten Verfahren neue For- 
meln ab: 


1. indem man fiir einen in einem Axiom auftretenden lateinischen 
Buchstaben iiberall, wo er vorkommt, dieselbe andere Figur setzt. Und 
zwar darf man fiir eine Grundvariable ein beliebiges Funktional setzen, 
fiir eine Funktionsvariable eine Funktion von demselben Charakter, 
fiir eine Formelvariable A, B, ... eine beliebige andere Formel, fiir eine 
Formelvariable A,/(a) eine Formel, die eine Funktion einer Variablen 
enthalt, usw. Hat z. B. das Axiom die Gestalt U f(a), so kann ich 
durch Einsetzung die Formel %,a(a) gewinnen, wo a(a) ein beliebiges 
Funktional ist, das die Variable a enthalt. 

2. Zweitens gewinnt man aus den Axiomen neue Formeln durch An- 

© 


wendung des Schlu8schemas S =. d. h. hat man zwei Axiome S und 





©-+T, so darf man auch die Formel & hinschreiben. (Man beachte, 
daB hier S und &T Zeichen der Metamathematik sind, die als Abkiirzung 
fiir irgendwelche Formeln dienen. Z. B. kann © eine Abkiirzung sein fiir 
A—-A-—B). 

Aus den so gewonnenen Formeln kann man nach denselben beiden 
Regeln wieder neue Formeln gewinnen. Formeln, die in der geschilderten 
Weise gewonnen werden, heiBen beweisbar. Ein System von Formeln, 
das in dieser Weise von den Axiomen aus fortschreitet, heiBt eine Beweis- 
figur. Ein Axiomensystem soll widerspruchsfrei heiBen, wenn gezeigt ist, 
daB 0 + 0 keine beweisbare Formel sein kann. 


1* 
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Als ,,numerische“ Formel wird eine Formel bezeichnet, die nur die 
Zeichen =, +, —+, —, &, V und Zahlzeichen enthalt. Fiir numerische 
Formeln werden die Begriffe ,,richtig“ und ,,falsch“ eingefiihrt. Enthilt 
die numerische Formel auBer den Zahlzeichen zunachst nur die Zeichen 
=, +, so kann sie nur die Gestalt haben: a=b oder a+b. a und b 
sollen hier zur Abkiirzung fiir Zahlzeichen dienen. Die Formel a =b 
heiBt ,,richtig‘‘, wenn a und 6 dasselbe Zahlzeichen bedeuten, sonst heiBt 
sie ,,falsch“; bei a+ 6 ist es umgekehrt. Kommen -—+-Zeichen vor, so 
erweitert sich die Definition von ,,richtig“ und ,,falsch“* folgendermaBen: 
Bedeutet i eine richtige Formel und % eine falsche, so sollen die Formeln 
R—-R, F—R, F— F richtig, R—F aber falsch heiBen. Z. B. ist 
0 + 0 —- 0 + 0 eine richtige Formel. & & § heiBt richtig, wenn Y richtig 
und $ richtig ist, sonst falsch, % Vv heiBt richtig, wenn mindestens 
eine der beiden Formeln richtig ist, sonst falsch. % heiBt richtig, wenn W 
falsch ist und umgekehrt. Jede numerische Formel ist also entweder 
richtig oder falsch; etwas anderes gibt es nicht. Hier wird das ,,tertium 
non datur“, aber nur in finitem, anschaulichem Sinne gebraucht. 

Der Beweis der Widerspruchsfreiheit vollzieht sich nun auf folgende 
Weise. Man gibt ein Verfahren an, das die Formeln einer vorliegenden 
Beweisfigur, deren Endformel eine numerische Formel ist, samtlich in 
numerische Formeln verwandelt, soweit sie nicht schon solche sind, und 
zeigt dann, da8 auf Grund dieses Verfahrens eine vorliegende Beweisfigur 
in ein System von lauter richtigen Formeln iibergeht. Da 0 + 0 falsch ist, 
ist damit die Widerspruchsfreiheit des betreffenden Axiomensystems gezeigt. 


IL. Der Widerspruchsfreiheitsbeweis vor Hinzunahme der transfiniten 
Axiome. 

Die Einfiihrung der Axiome geschieht bei Hilbert in verschiedenen 
Stufen durch Fortschreiten vom Einfacheren zum Schwierigeren. Ehe 
man zur niachsten Stufe iibergeht, wird jedesmal fiir die vorangehende 
der Widerspruchsfreiheitsbeweis erbracht. Wir wollen zuniachst die Axiome 
angeben, die vor den transfiniten eingefiihrt werden, und den Widerspruchs- 
freiheitsbeweis fiir sie kurz andeuten. Axiome sind zunachst ein fiir 
allemal folgende 16 Formeln: 


1.A—~B—A. 9. B—AvB. 
2.(A—A—B)—+A-— B. 10. (A—C)—(B—C)— AvVB—C. 
8. (A—B-C)—+B--A—C. 11..4—A—B. 
4.(B—C)—(A—B)—A-—C. 12. (A—B)—(A—B)—B. 

5. A&E B—A. 13. a=a. 

6. A&B—B. 14. a=b-—A(a)—A(b). 

7. A>+B+A&B. - 15. a+1+0. 

8. A—AVB. 16.a+0—-a=d(a)+1. 
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Was die Klammern angeht, so haben sie dieselbe Bedeutung, wie 
sonst in der Mathematik. Ferner sei bemerkt, daS sich der Wirkungs- 
bereich eines —>-Zeichens iiber alle anderen Zeichen hinweg bis an das 
Ende der Formel erstreckt, falls nicht durch Klammern etwas anderes 
verfiigt ist. Statt(A— A—» B)-—» A-+ B kénnte ich also auch schreiben: 
[A+ (A-—- B)]-+(A—B). Die Zeichen & und vy binden stirker als 
das Zeichen —+: Die ersten 12 Axiome sind rein logische Axiome; es 
sei hier nur erwahnt, daB alle Formeln des sogenannten Aussagenkalkiils 
aus ihnen beweisbar sind. Die in 16 vorkommende Funktion 4 ist durch 
die beiden Axiome 6(0)=0, 5(a+1) =a definiert. 

Zu diesen ein fiir allemal feststehenden Axiomen kénnen noch Defini- 
tionsaxiome fiir Funktionen hinzukommen. Samtliche Funktionen werden 
durch Rekursion definiert. Bei der Aufstellung dieser Axiome ist eine 
gewisse Willkiir gestattet. Wir schreiben nur ein Schema vor, in das 
sich alle diese Axiome einordnen lassen miissen. Bei einer individuellen 
Funktion mit einer Leerstelle sehen die Axiome folgendermaBen aus: 

p(0)=a. 
y(a +1) = b(a, p(a)). 

a ist hier ein Funktional, in dem keine Variablen vorkommen; 
b(a,c) ein Funktional, in dem nur die Variablen a und ¢ vorkommen. 
Ferner soll in a das Individualzeichen gp iiberhaupt nicht vorkommen, in 
b(a, m(a)) nurin der Verbindung y(a). In a und 6(a, cc) diirfen natiir- 
lich Zeichen fiir individuelle Funktionen vorkommen, die schon durch 
Axiome definiert sind, aber nicht solche, in deren Definition das Zeichen p 
vorkommt, oder ein Zeichen z(-), wo in den Axiomen fiir x wieder p 
vorkommt usw. Man kann also die Funktionen in eine derartige Reihen- 
folge bringen, daB jeder Rekursionsfunktion die Funktionen, auf deren 
Definition sie sich stiitzt, in der Reihenfolge vorangehen. 

Analog sollen die Axiome fiir Funktionen mit zwei Leerstellen fol- 
gende Gestalt haben: 


p (0, b)=a(b) 
p(a+1,b)=—b(a, b, p(a, d)). 
Entsprechendes gilt fiir Funktionen mit drei und mehr Leerstellen. Wie 
viele derartige Axiome man gebraucht (es kénnen natiirlich in jeder 
Beweisfigur nur endlich viele sein) und welche Gestalt diese im einzelnen 
haben, ist der Willkiir iiberlassen. 
Summe und Produkt lassen sich als Spezialfalle derartiger Rekur- 
sionen auffassen; die Axiome dafiir lauten: 
a+0=a a-0=0 
a+(b+1)=(a+56)+1; a-(6+1)=a-b+a. 
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AuBerdem wird auch die Bildung einer Funktion durch Einsetzung als 
Axiom zugelassen, z. B. m(a)=7(a)+y(a). Wenn man will, kann 
man diese Bildung auch als Spezialfall einer Rekursion auffassen. 

Wir wollen nun zeigen, daB 0+ 0 keine beweisbare Formel sein 
kann. Ich betrachte irgendeine vorliegende Beweisfigur mit numerischer 
Endformel. Ich denke mir nun jedesmal die Axiome von neuem aufge- 
schrieben, sobald sie wieder zur Ableitung von Formeln benutzt werden. 
Wird eine beweisbare Formel mehrmals benutzt, so soll jedesmal die 
ganze Beweisfigur, an deren Schlu8 sie steht, wiederholt werden. Auf 
diese Weise wird erreicht, daB jede Formel nur einen Nachfolger hat, zu 
dessen Motivierung sie dient. Setzt man noch fest, daB die Endformel 
eines SchluBschemas Nachfolger von beiden Pramissen ist, so hat auch 
jede Formel genau einen Nachfolger. Der Beweis wird auf diese Weise 
in eine Verzweigung von Faden zerlegt, die von Axiomen ausgehend alle 
in die Endformel hineinmiinden. 

Ich schalte nun in meiner Beweisfigur alle Variablen aus, indem ich 
folgendermaBen vorgehe. Ich fange bei der letzten Formel an, die ja eine 
numerische ist, und gehe soweit zuriick, bis ich zuerst an eime Formel 
komme, die noch Variable enthalt. Der Nachfolger entstand nun ent- 
weder aus dieser Formel dadurch, da8 fiir die Variable etwas eingesetat 
wurde. Dann ersetze ich auch in der betreffenden Formel die Variablen 
durch die eingesetzten Werte. Oder aber ich bin zu einem SchluBschema: 


wu 
AI—-$% 


B 


gekommen, wo die Endformel $ schon keine Variablen mehr enthalt. In 
der Formel &-—- B ersetze ich nun die Variablen von B auf dieselbe 
Weise wie in der Endformel. Es kommt also nur noch auf W& an. 
Kommen in & Variable vor, die urspriinglich auch in 8 vorkamen, so 
ersetze ich sie auf die gleiche Weise wie dort. Wenn in & noch Variable 
vorkommen, die bei den Nachfolgern nicht mehr benutzt werden, so 
ersetze ich Grundvariable durch 0; fiir Formelvariable A, B,... setze ich 
0 = 0, fiir A(a, b,c) irgendeine individuelle Formel, die a, b,c enthalt, 
z. B. a=b—-a=c usw., und kann dann wieder die kleinen Variablen 
ersetzen. Kommen in & Funktionsvariable vor, die spaiter nicht mehr be- 
nutzt werden, so setze ich fiir f(c): c, fiir g(a, b): a+ 6, usw. und ersetze 
dann wieder die kleinen Variablen. Nachdem ich so in & und YU — B die 
Variablen fortgeschafft habe, gehe ich nun sowohl in dem zu Y wie in dem 
zu &-—+B gehdrigen Beweisfaden weiter zuriick, bis schlieBlich in der 
ganzen Beweisfigur keine Variablen. mehr vorhanden sind. Die Beweisfigur 
enthalt dann auBer den Zeichen =, +, —+ und — nur noch Funktionale. 
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Um alle Formeln in numerische zu verwandeln, muB ich noch die 
individuellen Funktionszeichen herausschaffen. Soweit die Funktionale 
unserer Figur nicht selbst Zahlzeichen sind, kann es sich nur um indivi- 
duelle Funktionen handeln (wozu auch Summe und Produkt rechnet), in 
deren Argument ein Zahlzeichen steht und aus individuellen Funktionen 
derartiger Funktionale usw. Ich betrachte nun bei einem derartigen 
Funktional die innersten Funktionale. Diese bestehen aus Funktions- 
zeichen, in deren Leerstellen Zahlzeichen stehen. Z. B. kann ein Funktional 
¢(%) vorkommen, wo 4 ein Zahlzeichen ist und  definiert ist durch: 


p(0)=a 
p(a +1) = B(a, v(a)). 


Falls 4 gleich 0 ist, setze ich fiir »(%): a ein. Falls 4 von 0 verschieden 
ist, also von der Form 4’-+-1, setze ich fiir p(4): b(4’, @(g’)) und kann 
in b(3’, p(4’)) die Funktionale auf die gleiche Art weiterbehandeln. Da 4 
ein bestimmtes Zahlzeichen ist, so reduziert sich schlieBlich (3) auf ein 
Funktional, in dem @ nicht mehr vorkommt, sondern nur noch Funktionen, 
die g in der Reihenfolge der Definition vorangehen. Setze ich dieses Ver- 
fahren fort, indem ich immer die innersten Funktionale auf diese Weise 
behandle, so verschwinden schlieBlich simtliche Funktionszeichen in dem 
betreffenden Funktional, d. h. ich habe es auf ein Zahlzeichen reduziert. 

Die ganze Beweisfigur besteht nun aus numerischen Formeln. Die Ver- 
bindung der Formeln durch das SchluBschema bleibt unberiihrt. Samtliche 
Formeln der Beweisfigur sind in richtige iibergegangen, falls dieses mit den 
Axiomen der Fall ist. Der Beweis der Widerspruchsfreiheit eines Axiomen- 
systems ist also erbracht, wenn es gelingt, zu zeigen, daB bei der Ver- 
wandlung der Beweisfigur in numerische Formeln die Axiome in richtige 
Formeln iibergehen. 

Es ist nun leicht, zu zeigen, daB die hingeschriebenen 16 Axiome bei 
beliebiger Einsetzung nach der Reduktion der Funktionale in richtige 
Formeln iibergehen. Die Definitionsaxiome fiir die Funktionen verwandeln 
sich in numerische Formeln von der Gestalt: a=a, also ebenfalls in 
richtige Formeln. Auf diese Weise wird die Widerspruchsfreiheit der 
Axiome 1—16 und der Definitionsaxiome fiir die Funktionen gezeigt. 


Ill. Der Widerspruchsfreiheitsbeweis bei Hinzunahme der 
transfiniten Axiome und der héheren Funktionstypen. 


Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir uns dem eigentlichen Gegen- 
stand der Arbeit zuwenden, deren Zweck ist, zu zeigen, daB auch bei 
Heranziehung der transfiniten Axiome und hédheren Funktionstypen alles 
widerspruchsfrei bleibt. 
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1. Einfiihrung der transfiniten Axiome. 
Die transfiniten Axiome haben bei Hilbert folgende Gestalt: 


A (a)-—+A(e, A(a)); A, f(a)— A, {(¢,A, f(b)) (a)}; 
, A(e,A(a))-+2,4 (a) =0; A, {(¢,A,f(5)) (a)} + 2,(A, f(a)) = 0; 


. A(e,A(a))—+2,A(a)=1; A, {(8,A,f(b)) (a)}—+2,(A, f(a)) =1; 
. ¢, A(a)+0—- A[d(e, A(a))]. 


- co no 


Wir bemerken dazu folgendes: Inhaltlich kann man die eingefiihrten 
Zeichen « und 2 folgendermaBen interpretieren: ¢,A(a) bezeichnet eine 
Zahl, fiir die sicher die Aussage A(a) zutrifft, wenn sie iiberhaupt fiir 
ein Ding zutrifft; daher die Form des ersten Axioms. Das vierte Axiom 
sagt aus, da8 auf die nachstkleinere Zahl als ¢, A(a) die Aussage A(a) 
nicht zutreffen soll. 2,A(a) bezeichnet eine Funktion von A(-), die 
gleich 0 ist, wenn es eine Zahl gibt, fiir die die Aussage A(a) zutrifft 
und gleich 1, wenn es keine solche Zahl gibt. x, A (a) = 1 oder A(e, A (a)) 
bedeutet also, da8 fiir alle a die Aussage A(a) zutrifit. Entsprechend 
sind &,(A, f(a)) und a,(A,f(a)) zu deuten. Diese inhaltliche Deutung 
spielt natiirlich bei unseren metamathematischen Uberlegungen keine Rolle; 
die « und 2 sind hier bloBe Zeichen, mit denen nach gewissen Regeln 
operiert wird. 

Betreffs des Operierens mit diesen Axiomen bemerken wir folgendes: 
e,A(a), 2,A(a), 2,A(f) sind Funktionale, ¢,A(f) eine individuelle 
Funktion. Es braucht wohl nicht besonders betont zu werden, da8 nach 
Definition der Funktionale jetzt auch z. B. 5(e, A(a) +2,(B,f (a))) zu 
den Funktionalen zahlt. Ferner sind in «,A(a), 2,A(f) usw. natiirlich 
a und f(-) keine freien Variablen, fiir die etwas eingesetzt werden darf, 
sondern gebundene Variablen. Bei den Axiomen fiir ¢,A(f) und 2,A(f) 
war f(-) als Funktionsvariable fiir Funktionen einer Grundvariablen ge- 
dacht; entsprechend ist dann auch ¢,A(f) eine Funktion mit einer Leer- 
stelle. Genau die entsprechenden Axiome gibt es aber auch fiir Funk- 
tionen mit zwei und mehreren Leerstellen, desgleichen fiir die héheren 
Funktionen, die im nachsten Abschnitt eingefiihrt werden. Bezeichnet 
z. B. m(-,-) eine Variable fiir Funktionen von zwei Grundvariablen, so 
lauten die Axiome: 


1. A,,(m/(a, b)) — A,, [( Sn A,,m(c, d)) (a, b)], 


2. A,, [(&_, A,g m(c, d)) (a, b))— Tm Ags [m(a, b)) — 0, 
3. A,, [(&m_ Aea m (eC, d)) (a, b)) a Ty», Ag, (m(a, )) =1. 








Begriindung des ,tertium non datur“. 9 


Hier ist ¢, A(m) eine individuelle Funktion von zwei Grundvariablen. 
Bei einer vorliegenden Beweisfigur kénnen natiirlich immer nur endlich 
viel derartige Axiome und jedes nur eine endliche Anzahl von Malen 
benutzt sein. 

Durch die Einfiihrung der « und a wird der Bereich unserer Funk- 
tionale erweitert. Es darf jetzt fiir eine Funktionsvariable mit einer Leer- 
stelle f(a) das Funktional «,&(a,5) oder auch e,8(a, b,c) eingesetzt 
werden. Aus einer Formel ©, f(a) kann also durch Einsetzung die neue 
gebildet werden: ©, [«,U(a, b)| oder ©, [e,B(a, b, c)]. *) 


2. Einfiihrung der héheren Funktionstypen. 


Wir wollen jetzt auch den Bereich der Rekursionsfunktionen erweitern. 
Es soll nicht nur zugelassen werden, da8 die Funktionen Grundvariable, 
sondern auch, da8 sie Funktionen als Parameter enthalten. Wir lassen 
also z. B. auch folgendes Schema fiir die Definition der Funktionen zu: 


7, (0, f(5)) == a, (f(d)), 
(4+ 1, f(b)) =, (a, f(b), p, (a, f(e))). 


Hierbei soll der an gy angehiangte Index bedeuten, daB gm nicht von dem 
Argument von f(-), sondern von f(-) selbst abhingt. Natiirlich kénnen 
auch Funktionen auftreten, die zwei und mehr Funktionen als Parameter 
enthalten und in denen auBerdem noch mehrere Grundvariableu als Para- 
meter auftreten. Z. B. kann ein —,,, (@, ¢, 4, f(b), g(c,d)) auftreten. Fiir 
die Axiome hat man dann jedesmal ein entsprechendes Rekursionsschema. 

Man kann nun auch derartige Funktionenfunktionen wieder als Para- 
meter bei der Definition von Funktionen zulassen und so zu noch héheren 
Typen aufsteigen, z. B. 


P19, 9.(5, f(¢)]}} = a,,{9,[, f(¢)}}; 
Pr/{@ +1,9,[5, f(e)}} = b,,(4, 9.[5, f(¢)], Pan{@, 9.[4, h(c)]})- 


Wir werden uns aber in dieser Arbeit auf die einfachsten Funktionen- 
funktionen beschranken. Ein Beispiel fiir eine derartige Rekursionsfunktion 
ist das folgende: 


% (a+ 1, f(b)) = x, (a, £(b)) + f(a@)-f(a+ 1). 


*) Anm. bei der Korrektur: Dabei gilt jedoch die Einschrinkung, da& fiir 
eine Funktionsvariable f(a) kein Funktional a (a) eingesetzt werden soll, bei dem a 
in dem Bereich eines s, vorkommt. Z. B. kann fiir f(a) nicht eingesetzt werden: 
(e,U a, f))(0), wohl aber (e-B(f))(a)+2,D(a,b). Das Analoge gilt fiir Funk- 
tionen von mehreren Variablen. 
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Wir kénnten nun auch den Bereich der Rekursionsfunktionen derart er- 
weitern, daB bei der Definition dieser Funktionen e und a zugelassen werden. 
Dieses erweist sich aber nach Einfiihrung der héheren Funktionstypen als 


unnétig. Anstatt z. B. eine Funktion durch die folgenden Axiome zu 
definieren: 


(0) =[e,%,(7(5))] (0), 

p(a+1)= p(a) + (eA, (£(5))) (a+ 1), 
kénnen wir auch die folgende Funktion einfiihren: 

ty (¥, £(5)) = f(0), 

t (a+ 1, £(b)) = % (4, f(b)) + f(a + 1). 


x, (a, {¢,U,(f(c))} {b}] ist dann mit der vorher definierten Funktion ¢ (a) 
identisch. 


3. Die besonderen Schwierigkeiten, die der Widerspruchsfreiheitsbeweis 
auf dieser Stufe mit sich bringt. 


Nach Hinzufiigung der neuen Axiome miissen wir nun wieder zeigen, 
daB eine numerische Formel, die am Ende einer Beweisfigur steht, eine 
richtige Formel ist. Wir kénnen zunachst, ganz wie friiher, die freien 
Variablen fortschaffen. Die Reduktion der Funktionale la8t sich aber nicht 
in der gleichen Weise durchfiihren. Es la8t sich zwar ein Funktional wie 
@(2) auf ein Funktional reduzieren, in dem das Zeichen ¢ nicht mehr 
vorkommt, aber Funktionale von der Gestalt 


eU(a), 2, M(a), (eMiN)(2), ole, Bd) 
bleiben bestehen. 


Nachdem wir in unserer Beweisfigur die Variablen fortgeschafit haben, 
haben die Axiome fiir e« und 2 folgende Gestalt angenommen: 


1. U(a)—+ Ale, A(a)), A, b(a) — A, (e, A(F)) (a), 
2. U(e, W(a)) + 2, A(a)=0, WU, (e,A(f)) (a) + a, Alf) = 0, 
3. U(e,U(a)) +a, UA(a) = 1, ‘ MW, (e,-U(f)) (a) + a, A(t) = 1, 


4. e, U(a)+0—- Ul d(e, U(a))]. 


Hier bedeutet M(a) eine individuelle Formel, in der nur die freie Variable a 
vorkommt, entsprechend U(f). a bedeutet irgendein konstantes Funktional, 
b(a) ein solches, das nur die freie Variable a enthalt. Die erste Formel 
A(a)— A(e, A(a)) baw. A, b(a)—- A(e,A(7)) kann mehrere Male mit 
verschiedenen a, bzw. 6(-) vorkommen. Alle Formeln von der obigen 
Gestalt sollen die zu U(a) baw. U(f) gehdrigen kritischen Formeln heiBen. 
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Es ist hierbei wichtig, zu beachten, da8 in der Gestalt von %(a) 
auch wieder e und 2 vorkommen kénnen; ebenso kann das Funktional a 
diese Zeichen enthalten. Z. B. kann a eine Abkiirzung sein fiir das Funk- 
tional ¢,B,,[f(e), ¢,€(c), eg D(f(#), d)}(0) und U(a) eine Abkiirzung fiir 
e,(a=b)=0. Die Formel U(a)—A(e, W(a)) sieht dann folgender- 


ma8en aus: 


#0 {(¢,Beslf(e),¢,6(¢), eg D(f(4), @)]) (0) = b} = 0 
— e,{e,[¢,(a=c)= 0] =b} =0. 


Fiir jedes der vorkommenden ¢ und z kénnen dann wieder kritische Formeln 
dastehen. Wir miissen natiirlich alle méglichen derartigen Komplizierungen 
und Ineinanderschachtelungen behandeln, denn es wire ja méglich, daB 
gerade dadurch Widerspriiche zustande kommen. 


Es kommt nun darauf an, die ¢ und 2 samt den Rekursionsfunktionen 
aus der Beweisfigur herauszuschaffen und dadurch simtliche Formeln in 
numerische zu verwandeln. Sehen wir zunichst einmal von den Funktionen 
ab. Da die ¢,, 2, und 2, inhaltlich Zahlen und e, eine bestimmte Funktion 
bedeutet, so ist es naheliegend, die « und 2 dadurch herauszuschaffen, 
daB8 man die ¢,,,, 2, durch Zahlzeichen und die e, durch Rekursions- 
funktionen ersetzt. Ferner miissen die Ersetzungen fiir die « und a so 
gewahlt werden, daB alle kritischen Formeln in richtige Formeln iibergehen. 
Fiir den Spezialfall, da8 nur ein einziges ¢, in der Beweisfigur verkommt, 
ist von Hilbert (Math. Annalen Bd. 88, 8.159) angegeben worden, wie 
man ein geeignetes Zahlzeichen zur Ersetzung fiir das e, findet. Wir 
wollen diese Methode kurz erliutern Es geniigt hier, wenn wir nur die 
erste kritische Formel: U(a)—- U(e,U(a)) betrachten. Es soll also in 
der Gestalt von M(a) kein weiteres « vorkommen. Wir ersetzen zunichst 
versuchsweise ¢, (a) durch 0. Da e,&(a) das einzige vorkommende « 
ist, so reduzieren sich jetzt die Funktionale a auf Zahlzeichen, wenn wir 
von den Schwierigkeiten absehen, die uns etwa noch die Rekursionsfunk- 
tionen machen kénnen. Eine kritische Formel &(a)— U(e,U(a)) geht 
also iiber in M(3)—- W(0). Hier ist sowohl (3) als auch M(0) eine 
numerische Formel. Die Formel &(3)—+ %(0) kann nun nur falsch sein, 
wenn %(3) richtig und %(0) falsch ist. In diesem Falle kommen wir 
also mit der Ersetzung 0 fiir ¢, &%(a) nicht durch. In diesem ungiinstigsten 
Falle haben wir aber ein wirkliches Beispiel gefunden, auf das die Aus- 
sage U(a) zutrifft, nimlich 4. Ersetzen wir also jetzt «,%(a) durch 4, 
so gehen die Formeln von der Gestalt: (a) U(e,W(a)) in richtige 
Formeln iiber; denn sie nehmen die Form an: %(z’) —- U(4), und da UA(4) 
richtig ist, ist die ganze Formel richtig. 
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Dieser Gedanke, ein ¢,%(a) zunichst versuchsweise durch 0 zu er- 
setzen, und, falls man mit dieser Ersetzung nicht durchkommt, ein der- 
artiges Zahlzeichen 4 zu wahlen, das als Beispiel fiir die Aussage U(a) 
auftritt, fiir das sich also &(;) auf eine richtige Formel reduziert, wird 
auch im allgemeinen Falle beibehalten. Ein wesentlicher Unterschied 
gegeniiber dem vorigen einfachen Falle liegt aber darin, daB die gefundenen 
Beispiele nur scheinbare Beispiele sein kénnen, daB sie nicht definitiv zu 
sein brauchen. Enthalt naimlich die Gestalt von &(a) selbst wieder ein 
e, 8(a), so kann, ob sich ein M(4) auf eine richtige oder falsche Formel 
reduziert, davon abhiangen, wie das innere ¢ ersetzt ist. Spezialfille lassen 
sich allerdings noch durch eine Erweiterung der geschilderten einfachen 
Methode erledigen. Diese versagt aber, falls bei den «,8(a), die in der 
Gestalt von W2(3,) vorkommen, die Gestalt von @(a) von 4 abhangt. 
Dieser Fall liegt z. B. vor, falls neben anderen ¢ in der Beweisfigur ein ¢ 
von der Gestalt «, &[e,8(a,b)) vorkommt. Hier bedeutet W(c) eine 
Formel, die die freie Variable c enthalt. Statt c ist dann in W(c): 
e, 8B (a, 6) eingesetzt. Versucht man hier mit der geschilderten einfachen 
Methode durchzukommen, so wird man bemerken, da8 man dabei im all- 
gemeinen in einen Zirkel gerit. Was man fiir ein bestimmtes « oder x 
einsetzen mu, hingt dayon ab, wie die anderen « und a ersetzt sind und 
umgekehrt. Spezialfille lassen sich allerdings auch hier noch durch eine 
Erweiterung der einfachen Methode erledigen, aber es lassen sich auch 
sehr leicht Beispiele angeben, bei denen man auf diese Weise nie zu Ende 
kommt. Im allgemeinen Falle scheint kein anderes Verfahren méglich 
zu sein als das, das wir spiter angeben werden. 

Zu dieser geschilderten Schwierigkeit tritt im allgemeinen Falle noch 
eine besondere hinzu. Wir kénnen nimlich nicht einmal die Anzahl der 
e und z, fiir die wir Ersetzungen zu machen haben, von vornherein an- 
geben. Ein Beispiel wird dies klarer machen. Es mége in der Beweisfigur 
ein « von der Gestalt vorkommen: 


€,{U[o,(2,B(d), «, R(c, b)), a}}. 
Fiir y mégen die Definitionsaxiome folgendermaBen lauten: 
%,(0,f(b)) =f(0), 
Py (a +1, f(b)) = ¢%, (4, f(b)) + f(a +1). 


Nun werde «,8(d) durch 4 ersetzt. Das auBere ¢ reduziert sich dann 
zunichst auf ¢,{U[,(%,¢,%(c,b)),a]} und weiter auf 


e,{Ule, X(c, 0) +2, R(c,1) +... +2, (ce, 5), a]}. 
Es miissen dann alle die ¢,&(c,0),....e.&(c,%) eime Ersetaung be- 
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kommen. Die Anzahl dieser ¢ kénnen wir nicht von vornherein angeben, 
sondern sie hingt davon ab, wie das «,B(d) ersetzt ist. Das angegebene 
Beispiel ist nur das einfachste dieser Art. 


4. Die Fortschaffung der Rekursionsfunktionen, falls keine « und x 
vorkommen. 


Wir gehen zunichst daran, der Komplizierung, die in der Beweisfigur 
durch die Einfiihrung der héheren Funktionen eintritt, Herr zu werden. 
Wir wollen zeigen, daS man aus einer Beweisfigur, in der keine ¢ und a 
vorkommen und in der die Variablen schon herausgeschafft sind, die 
Funktionszeichen so fortschaffen kann, daB zugleich die vorkommenden 
Axiome fiir Funktionen alle in richtige Formeln iibergehen. Diese Re- 
duktion der Funktionale geschieht ganz analog wie friiher, ehe man die 
Funktionenfunktionen eingefiihrt hatte. Hat man z. B. ein Funktional 
@,(2,6(b)), wo 6(b) irgendein Funktional ist, das die freie Variable b 
enthalt, und wo @ definiert ist durch 


(0, f(b)) =f(1)+F(2), 

Pr (4 +1, f(b)) = gy (a, £(b)) + f(a)- f(a +1), 
so geschieht die Reduktion folgendermaBen: Man setzt zunichst fiir 
@,(2,6(b)): m,(1,6(6)) + 6(1)-6(2). Dann behandelt man ¢,(1, 6(6)) 
auf dieselbe Weise, so daB das ganze Funktional iibergeht in 
y, (0, 6(b)) + 6(0)-6(1)+6(1)-6(2). Dann wird g,(0,6(b)) durch 
b(1)+6(2) ersetzt, so daB man schlieBlich erhilt: 

b(1) + 6(2) + 6(0)-b(1) + B(1) - (2). 

Damit hat man dann das fduBere g herausgeschafit. Die Schwierigkeit 
liegt aber darin, daB jetzt 6(b) selbst das Zeichen gy enthalten kann. 
Nachdem man also das auBere p herausgeschafft hat, kann in dem nun 
dastehenden Ausdruck das Zeichen p viel éfter auftreten als vorher. Es 
gilt zu zeigen, da8 man trotzdem mit der Reduktion der Funktionale zu 
Ende kommt. 

Der Abbau der Funktionale durch Reduktion erfolgt nicht in dem 
Sinne, daB jedesmal beim Herausschaffen eines auBeren Funktionszeichens 
sich eine endliche Ordnungszahl, die man einem Funktional als Rang z- 
ordnen kann, erniedrigt, sondern jedem Funktional entspricht gewisser- 
maBen eine transfinite Ordnungszahl als Rang, und der Satz, daB man 
nach Ausfiihrung von endlich vielen Operationen ein konstantes Funktional 
auf ein Zahlzeichen reduziert hat, entspricht dem anderen, da8, wenn 
man von einer transfiniten Ordnungszahl zu immer kleineren Ordnungs- 
zahlen zuriickgeht, man nach endlich vielen Schritten zur Null kommen 
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mu8. Nun ist natiirlich bei unseren metamathematischen Uberlegungen 
von transfiniten Mengen und Ordnungszahlen keine Rede. Es ist aber 
interessant, daB der erwahnte Satz iiber die transfiniten Ordnungszahlen 
sich in ein Gewand kleiden la8t, in dem ihm vom Transfiniten gar nichts 
mehr anhaftet. 

Betrachten wir etwa eine transfinite Ordnungszahl, die vor w-w steht. 
Jede derartige Ordnungszahl laBt sich in der Form schreiben: »-n-—+m, 
wo n und m endliche Zahlen sind. Man kann also eine derartige Ord- 
nungszahl auch durch ein Paar endlicher Zahlen (n, m) charakterisieren, 
wobei es natiirlich auf die Reihenfolge dieser Zahlen ankommt. Dem 
Zuriickgehen in der Reihe der Ordnungszahlen entspricht folgende Ope- 
ration mit dem Zahlenpaar (n,m). Entweder behalte ich die erste Zahl n 
bei; dann setze ich an Stelle von m eine kleinere Zahl m’. Oder aber 
ich erniedrige die erste Zahl n; dann darf ich an die zweite Stelle eine 
beliebige Zahl setzen, die also gréBer sein kann als m. Es ist klar, daB 
man so nach endlich vielen Schritten zu dem Zahlenpaar (0,0) kommen 
mu8. Denn nach héchstens m+ 1 Schritten komme ich zu einem Zahlen- 
paar, bei dem die erste Zahl kleiner ist als n. Es sei dies (n’, m’). 
Nach héchstens m’-+-1 Schritten komme ich dann zu einem Zahlenpaar, 
bei dem die erste Zahl wieder kleiner ist als n’, usw. Nach endlich vielen 
Schritten kommt man so zum Zahlenpaar (0,0), das der Ordnungszahl v 
entspricht. In dieser Form enthalt der genannte Satz durchaus nichts 
Transfinites; es werden nur solche Uberlegungen benutzt, wie sie in der 
Metamathematik zulissig sind. Analoges gilt, falls man nicht Paare end- 
licher Zahlen, sondern Tripel, Quadrupel usw. benutzt. Dieser Gedanke 
wird nun nicht nur bei den folgenden Beweisen dafiir, daB man mit. der 
Reduktion der Funktionale zu Ende kommt, benutzt, sondern er wird 
auch spiter immer wieder angewandt, insbesondere bei dem Endlichkeits- 
beweise am SchluB der Arbeit. 

Wir betrachten nun irgendein vorliegendes Funktional, in dem keine 
e und ax vorkommen. Dieses Funktional besteht aus einer Ineinander- 
schachtelung von Funktionszeichen. Wir sagen nun, ein Funktionszeichen p 
ist einem anderen 7 iibergeordnet, wenn x in der zu @ gehérigen Klammer 
steht und in der zu x gehérigen Klammer eine Variable vorkommt, die 
durch den Index von @ gebunden ist. (Hierbei wird natiirlich jedes da- 
stehende Zeichen besonders aufgefaBt.) Ist das Zeichen ~ einem Funktions- 
zeichen iibergeordnet und z wieder dem Zeichen y, sv hei®t auch » dem 
Zeichen yw iibergeordnet. 

Nun miissen wir erkliren, was wir unter dem Rang eines Funktionals 
beziiglich einer Funktion g zu verstehen haben. Wir kiimmern uns dabei 
nur um die Zeichen m und die Zeichen fiir die rechts von in der De- 
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finitionsreihenfolge stehenden Funktionen. Iss einem derartigen Zeichen 
kein anderes dieser Art untergeordnet, so heiBt es vom ersten Rang beziig- 
lich gm. Es sei schon erklart, wann wir ein derartiges Zeichen vom n- ten 
Rang nennen. Eins dieser Zeichen hei®t vom (n+ 1)-ten Rang, wenn 
die ihm untergeordneten Zeichen derselben Art einen Rang <1 haben, 
und wenn der Rang n mindestens einmal vorkommt. Unter dem Rang 
eines Funktionals beziiglich g verstehen wir nun den héchsten Rang beziig- 
lich w, der unter den Zeichen des Funktionals fiir g und die rechts 
davon stehenden Funktionen vorkommt. 

Nun liege uns ein Funktional vor. Die Anzahl der Rekursions- 
funktionen, die in unserer Beweisfigur vorkommen, sei n. Wir betrachten 
dann alle Funktionale, aus denen sich das vorliegende Funktional aufbaut. 
Z. B. mégen wir ein Funktional y,{y,[4, ,(e, 6)], y,(d,6)} haben. 
In der Reihenfolge der Rekursionsfunktionen stehe y rechts von gy. Dieses 
Funktional ist vom zweiten Rang beziiglich y und vom ersten beziiglich w. 
Die einzelnen Funktionale, aus denen sich dieses Funktional aufhaut, sind 


a> é, b, d, Pr (e, b), y. (a> P, (es b)), 9, (da, b) 
und val. [a> Pr (e,5)], (a, 5)}. 


Jedes der Funktionale, aus denen sich unser vorliegendes Funktional auf- 
baut, hat einen bestimmten Rang beziiglich der letzten, der vorletzten usw. 
bis ersten Rekursionsfunktion. Jede derartige Rangkombination wird durch 
n geordnete Zahlen gekennzeichnet. Alle diese endlich vielen verschiedenen 
Rangkombinationen, die bei unserem Funktional auftreten, wollen wir 
nun ordnen. Bei zwei verschiedenen Rangkombinationen schreiben wir die 
entsprechenden Zahlen untereinander, also zuerst den Rang beziiglich der 
letzten, dann der vorletzten Funktion usw. An irgendeiner Stelle sind 
dann die untereinanderstehenden Zahlen zuerst verschieden. Diejenige Rang- 
kombination hei&t nun die héhere, bei der an der betreffenden Stelle die 
gréBere Zahl steht. In dieser Weise ordnen wir alle die endlich vielen 
verschiedenen Rangkombinationen, die bei dem vorliegenden Funktional 
auftreten. Zu jeder Rangkombination schreiben wir dann auf, wieviel 
Funktionale dieser Art in dem vorliegenden vorkommen. Die Gesamtheit 
dieser Zahlen wollen wir den Index des Funktionals nennen. Wir be- 
trachten nun zwei Funktionale mit verschiedenen Indizes und wollen de- 
finieren, welches den hdheren und welches den niedrigeren Index hat. 
Wir ergiinzen beide Indizes zunichst in der Weise, daB wir bei beiden 
Indizes noch die Rangkombinationen mit der Anzahl 0 aufschreiben, die 
beim einen Index vorkommen und beim anderen nicht. Wir haben dann 
bei beiden Indizes dieselben Rangkombinationen. Wir betrachten nun die 
beiden Zahlenreihen, die die zugehérigen Anzahlen ergeben, und die beide 
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wie die zugehérigen Rangkombinationen geordnet sind. Wir bezeichnen 
nun wieder eine von diesen beiden Zahlenreihen als die héhere und die 
andere als die niedere. Und zwar ist diese Ordnung genau dieselbe wie 
die, die wir zwischen den Rangkombinationen festgesetzt hatten. Der- 
jenige Index hei®t nun der niedrigere, dem die niedrigere Zahlenreihe 
entspricht. 

Wir wollen nun zeigen: Geht man von einem Index zu immer nie- 
drigeren iiber, so kommt man nach endlich vielen Schritten zu einem 
Index, bei dem alle Anzahlen Nullen sind. 

Bei dem Index, von dem wir ausgehen, kommt eine bestimmte héchste 
Rangkombination vor. Wir wollen den vorliegenden Fall auf endlich viele 
konkrete Fille zuriickfiihren, bei denen die héchste Rangkombination 
niedriger ist. Bleibt zunachst die zur héchsten Rangkombination gehérige 
Anzahl unverindert, so ist es gerade so, als ob die (konkret vorliegende) 
zweithéchste Rangkombination die héchste wire. Ist fiir diese der Satz 
giiltig, so komme ich schlieBlich zu einem Index, bei dem die héchste 
Rangkombination in derselben Anzahl vertreten ist, aber sonstige Rang- 
kombinationen nur mit Nullen. Jetzt mu8 sich aber die zur héchsten 
Rangkombination gehérige Anzahl vermindern. Wir haben also den vor- 
liegenden Fall auf zwei andere zuriickgefiihrt, einen mit niedrigerer héchster 
Rangkombination und einen, bei dem die zur héchsten Rangkombination 
gehérige Anzahl kleiner ist. Den letzten Fall kann ich wieder weiter auf 
einen mit niedrigerer héchster Rangkombination und einen mit niedrigerer 
Anzahl fiir die héchste Rangkombination zuriickfiihren. SchlieBlich wird 
der vorliegende Fall auf endlich viele konkret vorliegende Faille mit 
niedrigerer héchster Rangkombination zuriickgefiihrt. Da nun der Satz be- 
steht, daB, wenn man von einer Rangkombination zu immer niedrigeren 
iibergeht, man schlieBlich zur Rangkombination kommt, die aus lauter 
Nullen besteht, so haben wir unseren Satz bewiesen. — Der Unterschied 
unserer SchluBweise gegeniiber dem Prinzip der vollstandigen Induktion 
und der transfiniten Induktion besteht darin, da8 nicht angenommen wird, 
daB fiir alle niedrigeren héchsten Rangkombinationen der Satz erfiillt ist, 
sondern man fiihrt ihn auf endlich viele konkrete Fille mit niedrigerer 
héchster Rangkombination zuriick. So bleibt die Endlichkeit der SchluB- 
weise durchaus gewahrt. 

Wir werden nun zeigen, da8 wir ein konstantes Funktional, das kein 
é und a enthalt und kein Zahlzeichen ist, in ein anderes verwandeln 
kénnen, zu dem ein niedrigerer Index gehért. 

Es liege also ein Funktional dieser Art vor. Wir suchen in diesem 
Funktional ein innerstes konstantes Funktional heraus, das kein Zahlzeichen 
ist. Bei diesem stehen dann jedenfalls in den immer vorhandenen Zahlargu- 
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menten der auBersten Funktion Zahlzeichen; sonst ist das Funktional ja kein 
innerstes der verlangten Art. Entweder ist nun diese auBerste Funktion vom 
gewohnlichen Typ; dann hat das innerste Funktional die Gestalt z(3) oder 
Z(B1> do)» Z(Ba> de> 33) USW., Oder es ist eine Funktion vom héheren Typ; 
dann steht wenigstens in dem Rekursionsargument dieser Funktion ein 
Zahizeichen. Das innerste Funktional hat also eine Gestalt wie @,(3, ¢(b)) 
oder @,.(§,> 2» ¢(5), D(c)). Im ersten Falle léBt sich die Funktion x 
herausschaffen; es reduziert sich z(3) auf ein Funktional, in dem das 
Zeichen x gar nicht mehr vorkommt, sondern nur noch Funktionszeichen, 
die links von x in der Reihenfolge der Rekursionsfunktionen stehen. Tragt 
man diese Verinderung von z(4) in das konstante Funktional, das wir 
betrachten, ein, so ist es klar, daB zu dem neu entstehenden Funktional 
ein niedriger Index gehért. 

Im zweiten Falle handelt es sich um ein Funktional ¢, (4, ¢(b)). 
Da man aus der Gestalt von ¢(b) nicht wieder ein konstantes Funktional 
loslésen kann, weil ,(%, ¢(b)) ein innerstes konstantes Funktional ist, so 
miissen alle Funktionszeichen, die in ¢(6) vorkommen, der éuBeren Funk- 
tion m von (3, ¢(b)) untergeordnet sein. Daraus ergibt sich, daB der 
Rang des Funktionals ¢(b) beziiglich g um eins kleiner ist als der Rang 
von ,(3,¢(b)). Wir schaffen nun das fiuBere m heraus, indem wir die 
Rekursion fiir die Funktion g ablaufen lassen. Wir wollen zeigen, daB 
das so entstehende Funktional einen kleineren Rang beziiglich m hat als 
das Funktional gp, (4, ¢(6)). 

Die Rekursionsaxiome fiir die Funktion m sind nach folgendem Schema 
gebaut: 


@, (0, f(b)) = a,(f(5)), 
p, (a +1, f(b)) = b,(y, (a, f(e)), a, f(b)). 


Hier enthalten die Funktionale a,(f(b)) und b,(d,a,/f(b)) nicht das 
Zeichen gw, sondern nur solche Funktionszeichen, die links von p in der 
Reihenfolge der Rekursionsfunktionen stehen. Ferner bemerken wir folgendes: 
Wird in das Funktional ¢(b) an Stelle von 6b irgendein Funktional a ein- 
gesetzt, so ist der g-Rang des Funktionals ¢(a) gleich dem gréBten unter 
den beiden q-Rangen von c(b) und a. Es kann ja kein gm von a 
einem g, das zu 6(b) gehért, untergeordnet sein. Nun betrachten wir 
den g-Rang des Funktionals a,(c(b)). Hier haben die innersten ¢ ein 
Argument, das kein @ enthilt. Der m-Rang dieses Funktionals ist also 
gleich dem von c(b). Nun betrachten wir die nichstinnersten c. Diese 
haben als Argument ein Funktional }, dessen m-Rang gleich dem von 
c(b) ist. Der q-Rang des Funktionals ¢(d) ist also auch gleich dem 
g-Rang von c(b). Wir haben damit gezeigt, daB der y-Rang des Funk- 
9 


Mathematische Annalen, 93. 4 














W. Ackermann. 


18 


tionals a,(c(b)) héchstens gleich dem Rang von ¢(b) ist. (,,Héchstens“, 
weil ja a,(f(6)) das Zeichen f nicht wirklich zu enthalten braucht.) 

Schafft man also bei dem Funktional y,(0,c¢(5)) das auBere p heraus, 
so entsteht ein Funktional, das héchstens den y-Rang von c(b) hat. 
Nun betrachten wir ein Funktional y,(4-+-1,¢(6)). Dieses wird bei der 
Reduktion zunichst verwandelt in 6, (¢.(a, ¢(c)), 4, ¢(b)). Da in der Ge- 
stalt von b kein » und keine rechts davon stehenden Funktionen vor- 
kommen, so ergibt sich genau wie friiher, daB der p-Rang von 5, (a, 3, c(b)) 
héchstens gleich dem w-Rang von c(b) ist. Falls der m-Rang des Funk- 
tionals, das bei der Reduktion von —,(%, ¢(c)) entsteht, héchstens gleich 
dem von ¢(b) ist, so gilt also dasselbe fiir 6, (. (3, c(c)), 3, ¢(b)). Wir 
haben also den Fall fiir y,(4-+-1,¢(b)) auf den fiir ,(%, ¢(b)) zuriick- 
gefiihrt. Diesen Fall kénnen wir wieder auf den fiir ein kleineres 4 zuriick- 
fiihren usw., bis wir zu g,(0,¢(b)) kommen. So kénnen wir fiir jedes 
vorliegende 4 zeigen: Schaffit man bei dem Funktional g,(4,¢(b)) das 
iuBere pm heraus, so entsteht ein Funktional, das geringeren Rang beziig- 
lich der Funktion g hat. Da nun in den Funktionalen a,(f(b)) und 
b,(d, a, f(b)) nicht nur die Funktion ¢ fehlte, sondern auch alle Funk- 
tionen, die rechts von p stehen, so kénnen wir ganz auf dieselbe Weise 
zeigen, daB das bei Fortschaffung des aiuBeren p entstehende Funktional 
beziiglich aller rechts von m stehenden Funktionen einen Rang hat, der 
nicht gréBer ist als der von ¢c(b) fiir die betreffenden Funktionen; d. h. 
schafit man bei dem Funktional p,(3,¢(5)) das auBere Zeichen ¢ fort, 
so erhailt man ein Funktional, dessen Rang beziiglich p sich verringert 
hat und dessen Rang beziiglich der rechts von g stehenden Funktionen 
sich nicht vergréBert hat. Dasselbe ist natiirlich der Fall, falls das innere 
Funktional nicht die Gestalt ,(%,¢(5)), sondern ,(4,, 4, ¢(b)) oder 
Pye(ax> a> €(B), D(c)) hat usw. Wir waren von einem bestimmten kon- 
stanten Funktional ausgegangen, das wir durch einen bestimmten Index 
charakterisierten. Innerhalb dieses Funktionals haben wir nun ein ¢, (3, ¢(b)) 
durch ein anderes Funktional ersetzt, bei dem der p-Rang erniedrigt war 
und der Rang beziiglich der rechts von @ stehenden Funktionen nicht 
erhéht. Der Index des neu entstehenden Funktionals ist dann wieder ge- 
ringer geworden. An dem neu entstehenden Funktional nimmt man nun 
wieder dieselbe Verainderung vor. Nach endlich vielen Schritten enthilt 
dann das Funktional iiberhaupt kein Funktionszeichen mehr; d.h. es be- 
steht aus einem Zahlzeichen. 


Wir haben damit also gezeigt: Ein konstantes Funktional, das kein « 
und a enthalt, la8t sich nach Ausfiihrung von endlich vielen Operationen 
auf ein Zahlzeichen reduzieren. 
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5. Die Fortschaffung der « und 2 und der Rekursionsfunktionen. 


Wir nekmen jetzt die ¢ und a hinzu und wollen zeigen, daB man 
auch jetzt durch sukzessive Ersetzungen fiir die e und a und Herausschaffung 
der Funktionszeichen imstande ist, die ganze Beweisfigur auf numerische 
Formeln zu bringen. Wir betrachten also irgendein Funktional, das sich 
jetzt auBer den Funktionszeichen aus ¢ und a und natiirlich, da die e und x 
als Argumente Formeln haben, aus den Zeichen —, & V, =, +, —— mu- 
sammensetzt. Der Beweis ist ganz analog dem vorigen. Wir fiihren nur 
jetzt fiir jedes Funktional neben dem Rang beziiglich irgendeiner Rekur- 
sionsfunktion noch einen e — 2-Rang ein. 


Wir betrachten irgendein konstantes, konkret vorliegendes Funktional. 
Wir richten dabei unser Augenmerk nur auf die Klammern, die zu den 
e und a gehéren und die den Bereich einer Funktion abgrenzen, und 
wollen wieder eine Uber- und Unterordnung der Zeichen ¢ und a und der 
Funktionszeichen definieren. Wir sagen, ein auBeres Funktionszeichen oder 
ein e und z ist einem inneren Funktionszeichen oder einem inneren ¢ und a 
iibergeordnet, wenn in der zu dem inneren Zeichen gehérigen Klammer 
eine Variable vorkommt, die durch das auBere Zeichen gebunden ist. Ist 
das innere Zeichen ein e, und kommt es in der Verbindung (¢,%(f)) (a) 
vor, so heiBt dieses « dem duBeren Zeichen untergeordnet, sowohl wenn 
eine durch das auBere Zeichen gebundene Variable in a als auch wenn 
sie in U(f) vorkommt. Ferner: ist ein Zeichen einem zweiten und dieses 
wieder einem dritten iibergeordnet, so heiBt auch das erste Zeichen dem 
dritten iibergeordnet. Der Rang eines Funktionals beziiglich einer Rekur- 
sionsfunktion m wird dann ganz wie friiher definiert, nur da8 wir eben 
jetzt noch die durch die ¢ und a vermittelte Unterordnung in Betracht 
ziehen miissen. AuBerdem fiihren wir noch den Rang eines Funktionals 
beziiglich e« und a ein. Hierbei werden alle ¢ und 2 so behandelt, als ob 
sie dasselbe Zeichen darstellten, und zwar das Zeichen fiir eine Funktion, 
die hinter allen Rekursionsfunktionen steht. Der Index des Funktionals 
ist dann genau so wie friiher definiert, nur da8 jetzt eben noch der Rang 
beziiglich « und a hinzugekommen ist. 


Wir betrachten nun wieder in dem vorliegenden konstanten Funk- 
tional ein innerstes konstantes Funktional. Dies ist entweder eine Rekur- 
sionsfunktion, in deren Rekursionsargument ein Zahlzeichen steht, hat also 
die Form z(3%) bzw. p,(%,¢(6)). Dann schafft man das duBerste Funk- 
tionszeichen heraus. Oder aber es ist ein ¢,U(a), 7, U(a), 2,U(f), wo 
in der Gestalt von U(a) bzw. U(f) kein konstantes Funktional mehr vor- 
kommt. Diese ersetzt man dann durch ein Zahlzeichen. Oder aber es ist 


ein (¢,U(f)) (3), (e, (9) (4; c(b)). Diese e,, e, werden dann durch eine 
9Q* 
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Rekursionsfunktion derselben Art ersetzt. In allen Fallen hat nun wieder 
das neu entstehende Funktional einen niedrigeren Index bekommen. Fiahrt 
man also in der Behandlung des Funktionals fort, so mu8 man nach end- 
lich vielen Schritten zu einem Funktional kommen, das weder « noch 2 
noch Rekursionsfunktionen enthalt; d.h. nach endlich vielen Schritten 
haben wir das ganze Funktional auf ein Zahlzeichen reduziert. 

Es ist dabei wichtig zu beachten, daB immer nur solche « und z 
eine Ersetzung erhalten, die zu Formeln U(a) bzw. U(f) gehédren, in 
deren Gestalt keine konstanten Funktionale mehr auBer Zahlzeichen vor- 
kommen. Wir bezeichnen in Zukunft derartige Formeln immer durch einen 
groBen deutschen Buchstaben mit iibergesetzter Schlinge, also durch 
(a), B, f(a), usw. 


6. Definition einer Gesamtersetzung. 


Wir wollen nun die Ersetzungen fiir die ¢ und 2, die nétig sind, um 
eine Beweisfigur zu reduzieren, in folgender Weise anordnen. Wir denken 
uns zunadchst die Beweisfigur soweit reduziert, daB die innersten konstanten 
Funktionale alle von der Gestalt , (a), a, U(a), a,U(f), (eM (f)) (4) 
usw. sind. Wir schreiben dann die zu diesen innersten « und a gehdérigen 
Formeln in irgendeiner Reihenfolge auf. Diese Formeln wollen wir die 
Formeln der ersten Stufe nennen. Nun legen wir fiir die e« und 2, die 
zu diesen Formeln gehéren, eine Ersetzung fest. (Es erweist sich iibrigens 
fiir unsere Zwecke als vorteilhaft, wenn wir immer fiir « und a jeder Formel 
eine Ersetzung bestimmen, auch wenn vielleicht nur das « in der Beweis- 
figur vorkommt.) 

Nachdem wir die Formeln der ersten Stufe ersetzt haben, tragen wir 
diese Ersetzungen in die Beweisfigur ein. Nun reduzieren wir wieder die 
Beweisfigur soweit, daB die innersten konstanten Funktionale « und 2 sind. 
Die zugehérigen Formeln schreiben wir dann wieder in irgendeiner Reihen- 
folge auf. Diese Formeln nennen wir die Formeln der zweiten Stufe. 
Diese Formeln bekommen dann auch eine Ersetzung; dann schreibt man 
die Formeln einer etwaigen dritten Stufe auf, usw. Wir haben nun ge- 
zeigt, daB man die ganze Beweisfigur auf numerische Formeln gebracht 
hat, nachdem man eine endliche Anzahl von Stufen von Formeln mit den 
zugehérigen Ersetzungen aufgeschrieben hat. Die Anzahl der Stufen, die 
man braucht, ist iibrigens im allgemeinen nicht von vornherein bestimmt. 
Es 1a6t sich auch im allgemeinen nicht von vornherein eine obere Grenze 
fiir ihre Anzahl angeben, sondern sie hangt davon ab, wie man die Er- 
setzungen gewahlt hat. — Es braucht wohl nicht besonders erwahnt zu 
werden, daS man « und 2, die zu der gleichen Formel gehéren, auch 
immer in gleicher Weise ersetzt. — 
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Eine derartige Reihe von Ersetzungen bis zur letzten Stufe hin, die 
also die vollstindige Reduktion der Beweisfigur auf numerische Formeln 
gestattet, wollen wir in Zukunft kurz als Gesamtersetzung bezeichnen. 
Der Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir unsere Axiome besteht nun darin, zu 
zeigen, da8 wir immer zu einer Gesamtersetzung gelangen kénnen, bei der 
sich alle kritischen Formeln der Beweisfigur auf richtige reduzieren. 


7. Beweis dafiir, da8 untergeordnete Formeln nicht miteinander 
identisch sind. 


Ehe wir nun das Verfahren angeben, das uns eine derartige Gesamt- 
ersetzung liefert, wollen wir noch einen Hilfssatz erwahnen, der fiir das 
folgende von Wichtigkeit ist. Wir nehmen an, wir haben eine vorliegende 
Beweisfigur mit Hilfe verschiedener Gesamtersetzungen reduziert. Bei einer 
Gesamtersetzung komme eine Formel W, y(a) oder %(%) vor, wo 4 ein 
Zahlzeichen und yw irgendeine Rekursionsfunktion ist, und bei der Reduk- 
tion dieses U(y) bzw. U(z) werde bei einer Gesamtersetzung eine Er- 
setzung fiir ein e oder 2 benutzt, das zu 8(a) baw. B(f) gehért. In 
demselben Verhiltnis wie {(a) und $(a) sollen 8(a) und €(a) baw. €(f) 
stehen, usw. bis $(a) zu G(a) baw. G(f). Dann ist G(a) bzw. G(f) 
nicht mit &(a) baw. U(f) identisch. Um einen kurzen Ausdruck zu 
haben, sollen von zwei Formeln aus der Reihenfolge U(a),...,G(a) die 
spaitere der friiheren untergeordnet heiBen. Wir behaupten also, eine 
Formel, die einer anderen untergeordnet ist, kann nicht mit dieser iden- 
tisch sein. Der Beweis gestaltet sich mit den uns jetzt zur Verfiigung 
stehenden Hilfsmitteln sehr einfach. 


Seien D(a) und &(a) zwei aufeinanderfolgende Formeln der Reihen- 
folge U(a),...,G(a). Da e,D(a) oder 2,D(a) kein konstantes Funk- 
tional enthalt, so sind alle e« und a und alle Funktionszeichen, die in 
*,D(a) vorkommen, dem auBeren e untergeordnet. D(z) hat also ge- 
ringeren Rang beziiglich ¢ und x als e,D(a) baw. 2,D(a). Nun kann 
sich dieser Rang bei der Reduktion von (3) nicht erhdhen. Es ist also 
e, (a) oder x,€(a) von geringerem Rang beziiglich ¢ und 2 als ¢, D(a) 
oder 2,D(a). Dasselbe ist der Fall, wenn es sich um Formeln &(/) 
handelt. Von den Formeln der Reihenfolge U(a),..., G(a) hat also 
immer die folgende einen geringeren Rang beziiglich ¢« und 2 als die 
vorangehende. Daher ist U(a) bzw. U(f) nicht mit G(a) baw. G(f) 
identisch. 
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8. Angabe eines Verfahrens, das zu immer neuen Gesamtersetzungen 
fortzuschreiten gestattet, solange nicht bei der letzten Gesamtersetzung 
sich alle kritisechen Formeln auf richtige reduzieren. 


Reduziert man mit Hilfe einer willkiirlich gebildeten Gesamtersetzung 
eine Beweisfigur auf numerische Formeln, so gehen die Formeln, die durch 
Einsetzung aus den Axiomen fiir die Rekursionsfunktionen entstanden sind, 
in richtige iiber und natiirlich auch die Formeln, die aus den friiher an- 
gegebenen Axiomen 1 bis 16 entstehen. *) 

Es kommt nun darauf an, eine Gesamtersetzung zu finden, bei der 
sich auch alle kritischen Formeln auf richtige reduzieren. Wir legen zu- 
naichst zu jeder der in der Beweisfigur vorkommenden Funktionsvariablen 
eine bestimmte Rekursionsfunktion fest. Fiir f(a) soll dies z. B. die frither 
definierte Funktion 5(a) sein, fiir f(a,b): a+b, usw. Wir wollen alle 
diese Funktionen der Einfachheit durch 6 bezeichnen. Eine Verwechslung 
dieser Funktionen kann nicht vorkommen. Wenn z. B. es heiSt, wir er- 
setzen ein e U,, f(a, b) durch 6, so ist damit natiirlich die entsprechende 
Funktion 5(a, 6) gemeint. Wir werden im allgemeinen bei den zu ¢, und 
a, gehérigen Axiomen der Einfachheit halber immer nur von den e, und 
a, teden, die zu der einfachsten Funktionsvariablen f(a) gehéren. Fir die 
zu den anderen ¢, und 2a, gehdrigen Axiome gelten immer genau die ent- 
sprechenden Uberlegungen. Unter der Funktion 6 ist dann immer die 
zu verstehen, die denselben Charakter hat wie das «¢,. 

Wir bilden nun zuniachst eine Gesamtersetzung in folgender Weise: 
Wir ersetzen die ¢ und a aller Formeln, bei der ersten Stufe anfangend, 
durch (0,1), falls es sich um Formeln &(a) handelt, und durch (6, 1) 
bei Formeln &(f). Nun sehen wir uns die kritischen Formeln an. Sind 
diese jetzt alle in richtige Formeln iibergegangen, so sind wir schon am 
Ziele. Andernfalls mu8 es mindestens zu einer Formel eine falsche kritische 
Formel geben. Die erste derartige Formel in unserer Gesamtersetzung 
sei U(a) baw. U(f). Die zu F (a) baw. U(f) gehdrigen kritischen Formeln 
haben, soweit sie vorkommen, da das ¢ und a dieser Formel durch (0, 1) 
bzw. (6,1) ersetzt ist, folgende Gestalt: 


1 % (5) + (0) U (py) + (4) 
2 U(0)—+1=0 %(6) +1 =0 
= bzw. = 
3. U(0)+1=—1 %(d)+1= 

4 0+0— H(0). 


Man sieht sofort, daB Formel 3 und 4 unter allen Umstinden richtig 


*) Anm. bei der Korrektur: Das ist alles schon in dem unter II. skizzierten 
Widerspruchsfreiheitsbeweis enthalten. 
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sind, da sie die Gestalt U— R bzw. F¥-—-W haben. Falsch kann also 
nur eine der beiden ersten Formeln sein. Ist die zweite falsch, so mu8 1{(0) 
bzw. %(d) richtig sein. Ist die zweite richtig oder kommt sie nicht vor, 
so mu8 die erste falsch sein. Dies ist nur méglich, wenn fiir eine der 
ersten kritischen Formeln &(3) baw. U(q) sich auf eine richtige Formel 
reduziert. Auf alle Fille haben wir also ein 4 bzw. m gefunden, so daB 
sich &(3) bzw. U(q~) auf eine richtige Formel reduziert. 

Wir bilden nun eine zweite Gesamtersetzung in folgender Weise: Alle 
Formeln erhalten die Ersetzung (0,1) bzw. (6, 1) bis auf die Formel &( a) 
bzw. U(f). Diese wird durch das gefundene (4,0) baw. (p,0) ersetzt. 
Nun sehen wir wieder die kritischen Formeln an. Bei der zweiten Gesamt- 
ersetzung reduziert sich %(3) bzw. %(q) auf eine richtige Formel. Es 
werden namlich bei der Reduktion von &(%) bzw. U(p) keine Ersetzungen 
fiir e, U(a), 7, U(a) baw. e-U(f); a, U(f) benutzt, da eine Formel sich 
nicht selbst untergeordnet sein kann. Die mit ¢« und 2 verbundenen 
Formeln, die bei der Reduktion von &(%) bzw. U(p) benutzt werden, 
sind also genau dieselben und haben die gleiche Ersetzung wie bei der 
ersten Gesamtersetzung. Die zu U(a) bzw. U(f) gehdrigen kritischen 
Formeln, soweit sie vorkommen, haben folgende Gestalt: 


1. UX (a) + H (5) H(z) + H(y) 
2. A(z) + O0=—0 py Aly) -0=—0 
3, W (3) +0 =1 L(~)+0=1 
4. 3+ 0—- W[4(3)]. 


Da X{ ( 3), baw. Y (@) sich auf eine richtige Formel reduziert, so miissen 
fiir eine Formel &{(f) alle vorkommenden kritischen Formeln richtig sein. 
Handelt es sich um eine Formel % (a), so kann héchstens die vierte kritische 
Formel falsch sein, und dies nur, wenn sich {[{6(%)] auf eine falsche, 
d. h. &{4(3)] auf eine richtige Formel reduziert. In diesem Falle enthilt 
das Zahlzeichen 3 mindestens eine 1, d.h. es ist nicht das Zeichen 0. 

Reduziert man die Beweisfigur auf Grund der zweiten Gesamtersetzung, 
und werden alle kritischen Formeln richtig, so ist es gut. Sonst sind nur 
folgende zwei Fille méglich: 

1. Bei mindestens einer Formel, die eine (0, 1 )- bzw. (6, 1)-Ersetzung 
hat, wird eine kritische Formel falsch. 

2. Bei allen Formeln, die eine (0, 1)- bzw. (4, 1)-Ersetzung haben, 
werden die zugehérigen kritischen Formeln richtig, aber bei der Formel & (a) 
wird die vierte kritische Formel falsch. 

In beiden Fallen gehen wir zu einer neuen Gesamtersetzung iiber. 
Im ersten Falle greifen wir die erste der Formeln heraus, die eine (0, 1)- 
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bzw. (6, 1)-Ersetzung hat und zu der es eine falsche kritische Formel 
gibt. Es sei dies $(a) bzw. Q(f). Genau wie vorher finden wir dann 
ein 4’ bzw. ein gy’, so daB sich B(;’) bzw. B(@’) bei der zweiten Ge- 
samtersetzung auf eine richtige Formel reduziert. Nun bilden wir die 
nichste Gesamtersetzung in folgender Weise: Alle Formeln erhalten die 
Ersetzung (0,1), bzw. (6,1) bis auf die Formeln & und B. Diese er- 
halten beziiglich die Ersetzung (3, 0) oder (pm, 0) baw. (3’,0) oder (g’, 0). 

Im zweiten Falle verfahren wir ganz analog. Wir ersetzen alle Formeln 
durch (0,1) bzw. durch (6,1) bis auf die Formel W(a). Diese erhalt 
die Ersetzung (3”,0), wo jetzt 5” das Zahlzeichen ist, das aus 4 durch 
Abhiangen von + 1 entsteht, also das Zahlzeichen, auf das sich 5(4) re- 
duziert. Der zweite Fall ist ja, wie oben bemerkt, nur méglich, wenn 4 
nicht 0 ist. 

Reduzieren wir nun die Beweisfigur auf Grund der dritten Gesamt- 
ersetzung und es werden nicht alle kritischen Formeln richtig, so sind 
folgende Fille méglich: 

1. Bei mindestens einer Formel, die eine (0, 1)- bzw. (5, 1)- Ersetzung 
hat, wird eine kritische Formel falsch. 

2. Bei allen Formeln, die eine (0,1)- bzw. (6, 1)-Ersetzung haben, 
werden die zugehérigen kritischen Formeln richtig. aber bei einer Formel, 
die eine (3, 0)-Ersetzung hat, wird die vierte kritische Forme] falsch. 
(Dieses 3 ist dann selbstverstindlich nicht 0.) 

3. Bei allen Formeln, die eine (0, 1)- bzw. (6, 1)-Ersetzung haben, 
werden die kritischen Formeln richtig, und bei allen Formeln, die eine 
(3, 0)-Ersetzung haben, sind die vierten kritischen Formeln richtig; aber 
bei mindestens einer Formel, die eine (4, 0)- bzw. (g, 0)-Ersetzung hat, 
wird eine der drei ersten kritischen Formeln falsch. 

Im ersten Falle wird die naichste Gesamtersetzung wieder in der Weise 
gebildet, daB man beriicksichtigt, daS man noch fiir eine weitere Formel 
ein Beispiel gefunden hat. Im zweiten Falle wird bei der nichsten Ge- 
samtersetzung bei der Ersetzung fiir das e¢, einer Formel die nachstkleinere 
Zahl als vorher zur Ersetzung genommen. In beiden Fallen werden neu 
auftretende Formeln immer durch (0, 1) bzw. (4, 1) ersetat. 

Bei allen Gesamtersetzungen liegt immer einer der Fille 1 bis 3 vor. 
Solange der dritte Fall nicht eintritt, solange schreiten wir immer in der 
angegebenen Weise zu neuen Gesamtersetzungen fort, indem wir entweder 
Beispiele hinzunehmen oder zu kleineren Beispielen iibergehen. Eine Ver- 
anderung in der Ersetzung fiir das « und a einer Formel, bei der man 
von der Ersetzung (0,1) bzw. (4, 1) zu einer Ersetzung (3, 0) bzw. (gy, 0) 
fortschreitet, oder aber von einer Ersetzung (3,0), zu einer Ersetzung 
(3'0), wo 3’ ein kleineres Zahlzeichen ist als 3, wollen wir als progres- 
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sive Veranderung bezeichnen. Solange also der dritte Fall nicht eintritt, 
andern sich die Ersetzungen fiir die « und a aller Formeln nur in pro- 
gressivem Sinne. 

Nun liege zum ersten Male der dritte Fall vor. Wir greifen dann die 
erste der Formeln heraus, die bei der letzten Gesamtersetzung eine (4, 0)- 
bzw. (p, 0)-Ersetzung hat und fiir die eine der ersten drei kritischen 
Formeln falsch wird. Es sei dies &(a) bzw. U(f). Die ersten drei zu Y(a) 
bzw. U(f) gehdrigen kritischen Formeln, soweit sie vorkommen, haben 
folgende Gestalt: 


H (a) (5) H(z) + U(¢) 
(3 )+0=0 baw. W(~)+0=0 
U(3) + 0=1 U(p)+0—1. 


Eine dieser Formeln kann nur falsch sein, wenn sich %(;) bzw. A (p) 
bei der letzten Gesamtersetzung auf eine falsche Formel reduziert. Wir 
suchen nun in der Reihe der dastehenden Gesamtersetzungen diejenigen 
heraus, bei der zum ersten Male U(a) baw. U(f) mit der Ersetzung (3, 0) 
bzw. (my, 0) auftritt. In der vorhergehenden Gesamtersetzung, die wir mit 
® bezeichnen wollen, mu8 dann &(a) bzw. U(f) mit der Ersetzung (0, 1) 
oder (4-+ 1,0) bzw. (6,1) vorgekommen sein. Ferner reduzierte sich bei 
® (3) bzw. U(q) auf eine richtige Formel. Bei der letzten Gesamt- 
ersetzung reduziert sich aber %(3) bzw. U(q) auf eine falsche Formel. 
Dies ist nur dadurch méglich, daB das ¢ und 2 einer Formel, deren Er- 
setzung sowohl in & als auch bei der letzten Gesamtersetzung zur Re- 
duktion von 9 ( 4) baw. %U(q) benutzt wird, also einer Formel, die % unter- 
geordnet ist, bei G eine andere Ersetzung hat als bei der letzten Gesamt- 
ersetzung. Wir greifen, falls mehrere derartige Formeln da sind, diejenige 
heraus, die in ® zuerst steht. Es sei dies 8(a) baw. B(f). Die Ersetzung 
fir @(a) bzw. B(f) kann sich nur progressiv veraindert haben. Wir 
merken uns nun auBer §(a) bzw. B(f) alle Formeln, die bei den bis 
jetzt dastehenden Gesamtersetzungen der Formel §(a) bzw. G(f) unter- 
geordnet sind. Aus dem friiher bewiesenen Hilfssatz ergibt sich, daB W (a) 
baw. U(f) nicht zu diesen Formeln gehért. 

Nun sind wir imstande, anzugeben, wie sich im dritten Falle die 
naichste Gesamtersetzung, die wir  nennen wollen, bildet. Alle Formeln 
erhalten die gleiche Ersetzung wie bei ihrem ,,letzten‘ Auftreten. Dabei 
ist das ,,letzte‘‘ so zu verstehen: Nur fiir die Formeln, die wir uns ge- 
merkt haben, zahlen die zwischen & und § stehenden Gesamtersetzungen 
mit, fiir alle anderen Formeln nicht. Neu auftretende Formeln (inklusive 
solche, die in keiner Gesamtérsetzung vorkommen, die fiir sie mitzahlt) 
erhalten die Ersetzung (0,1) bzw. (6, 1). 
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Es ist von Wichtigkeit, hervorzuheben, da8 bei der neu gewonnenen 
Gesamtersetzung die Ersetzungen bis zu einer gewissen Formel hin genau 
so sind wie bei G, da8 dann aber eine Formel, die in & eine (0, 1)- 
bzw. (6, 1)- oder (4+ 1, 0)-Ersetzung hat, bei der neuen Gesamtersetzung 
eine progressiv verinderte Ersetzung erhilt. Die Ersetzung, die zu 1 (a) 
baw. U(f) gehért, ist dieselbe wie bei G. 

Wir reduzieren jetzt wieder die Beweisfigur auf Grund der zuletzt 
gewonnenen Ersetzung. Werden dann nicht alle kritischen Formeln richtig, 
so mu8 wieder einer der Fille 1 bis 3 eintreten. Wir nehmen zu- 
nachst an, es médge der erste Fall eintreten. Wir bilden dann die 
neue Gesamtersetzung ganz ahnlich wie friiher. Wir nehmen die erste 
Formel, die eine (0,1) baw. (6, 1)-Ersetzung hat und fiir die eine kri- 
tische Formel falsch wird. Es sei dies %(a) baw. H (f). Wir finden dann 
ein 3 bzw. ein w, so daB sich U(;) bzw. U(q) auf eine richtige 
Formel reduziert. Wir bilden dann die nichste Gesamtersetzung folgender- 
maBen: Y{(a) bzw. U(f) erhilt immer die Ersetzung (3, 0) baw. (@, 0). 
Alle iibrigen Formeln werden so ersetzt wie bei der ,,letzten“ Gesamt- 
ersetzung, in der sie vorkamen, wobei die Anfiihrungsstriche wieder daran 
erinnern sollen, da8 fiir einige Formeln die zwischen G und 9 stehenden 
Gesamtersetzungen nicht mitzihlen. Neu auftretende Formeln erhalten 
die Ersetzung (0,1) bzw. (6,1). 

Falls der zweite Fall vorlag, ist die Bildung der neuen Gesamt- 
ersetzung ganz dieselbe, nur da® statt der progressiven Verinderung der 
Formel &(a) baw. U(f) von (0,1) baw. (6,1) zu (3,0) baw. (, 0) 
jetzt die progressive Veranderung von (4-+ 1,0) zu (4, 0) tritt. 

Reduzieren wir nun wieder die Beweisfigur auf Grund der neugebil- 
deten Gesamtersetzung, und es tritt der erste oder zweite Fall ein, so 
gehen wir genau so wie eben wieder zu einer neuen Gesamtersetzung iiber, 
und so immer weiter, solange der erste oder der zweite Fall eintritt. 

Wir wollen nun ganz allgemein angeben, wie wir bei einer vorliegenden 
Reihe von Gesamtersetzungen zur niachsten fortschreiten, falls bei der 
letzten nicht alle kritischen Formeln richtig werden. 

Es liege also eine bestimmte Reihe von Gesamtersetzungen vor. Bei 
diesen Gesamtersetzungen ist dann eine bestimmte Anzahl von Malen der 
dritte Fall eingetreten dadurch, daB bei einer Gesamtersetzung ein friiher 
gefundenes Beispiel fiir eine Formel &(a) bzw. U(f) sich als nicht mehr 
giltig herausstellte. Zu jedem Eintreten des dritten Falles gehéren 
gewisse Formeln, die wir uns dabei gemerkt haben. Das betreffende 
W(a) bzw. U(f) gehdrt nie mit zu diesen Formeln. Das Beispiel 
fiir U(a) bzw. U(f), das sich als nicht giiltig herausstellte, wurde bei 
einer friiheren Gesamtersetzung @* als solches gefunden. Fiir die Formeln, 
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die wir uns fiir dieses Eintreten des dritten Falles nicht gemerkt haben, 
sollen dann jedesmal die Gesamtersetzungen hinter @* bis zu der Ge- 
samtersetzung einschlieBlich, bei der der dritte Fall eintrat, nicht mit- 
zihlen. Jedesmal soll nun die Gesamtersetzung §*, die hinter der Ge- 
samtersetzung steht, bei der der dritte Fall eintrat, in folgender Weise 
gebildet sein: Wir ersetzen alle Formeln so wie bei der ,,letzten“* vor $* 
stehenden Gesamtersetzung, bei der sie vorkamen. Dabei ist das Wort 
letzte“ so zu verstehen, da8 wir beriicksichtigen miissen, daB fiir gewisse 
Formeln die zwischen diesem @* und §* oder zwischen friiheren @* und 
* stehenden Gesamtersetzungen nicht mitzihlen. Neu auftretende Formeln 
erhalten wieder die Ersetzung (0,1) bzw. (6,1). Ferner sollen alle G* 
verschieden sein. 

Weiter sollen fiir die vorliegende Reihe von Gesamtersetzungen noch 
folgende Eigenschaften erfiillt sein. Liegt bei einer Gesamtersetzung der 
erste Fall vor, so soll die nachste Gesamtersetzung in folgender Weise 
gebildet sein: Man greift die erste der Formeln heraus, die eine (0, 1)- 
bzw. (6, 1)-Ersetzung hatte, und fiir die eine der kritischen Formeln 
falsch ist. Es sei dies %(a) baw. U(f). Fiir U(a) baw. U(f) findet man 
dann eine (3,0)- bzw. (gy, 0)-Ersetzung. Bei der nachsten Gesamtersetzung 
erhilt dann & die Ersetzung (3,0) bzw. (y,0); alle anderen Formeln 
dieselbe Ersetzung wie bei der ,,letzten‘‘ Gesamtersetzung, in der sie vor- 
kamen; neu auftretende Formeln die Ersetzung (0,1) baw. (6, 1). 

Liegt bei einer Gesamtersetzung der zweite Fall vor, so verlangen 
wir genau dasselbe, nur daB8 %{ statt der progressiven Verinderung von 
(0,1) bzw. (6,1) zu (3,0) baw. (, 0) eine solehe von (4+ 1,0) zu 
(3,0) erhalt. 

Das sind die Bedingungen, die auf die vorliegende Reihe von Ge- 
samtersetzungen zutreffen sollen. Reduziert man nun die Beweisfigur mit 
Hilfe der letzten Gesamtersetzung, so werden entweder alle kritischen 
Formeln richtig; dann ist es gut. Oder aber es tritt einer der Fille 1 
bis 3 ein. Dann wollen wir zeigen, wie man zu einer neuen Gesamt- 
ersetzung gelangt, so daB die nun dastehende Reihe von Gesamtersetzungen 
wieder alle Eigenschaften hat, die wir genannt hatten. 

Falls bei der Reduktion der Beweisfigur mit Hilfe der letzten Ge- 
samtersetzung der erste oder der zweite Fall vorliegt, so konstruieren wir 
die neue Gesamtersetzung so, wie es durch unsere Bedingungen, die ja die 
Angabe eines Verfahrens enthalten, vorgeschrieben ist. Die Bedingungen 
sind dann natiirlich alle erfiillt. 

Nun zum dritten Falle. Im dritten Falle wurde bei der letzten Ge- 
samtersetzung eine der drei ersten kritischen Formeln falsch, die zu einer 
Formel gehéren, die eine (3, 0)- bzw. (y, 0)-Ersetzung hat. Wir greifen 











28 


W. Ackermann. 


die erste derartige Formel heraus. Es sei dies %(a) baw. U(f). Die 
zugehérige Ersetzung sei (3,0) bzw. (y,0). Wir suchen nun in der 
Reihe der dastehenden Gesamtersetzungen diejenigen heraus, bei der zum 
»ersten* Male (a) bzw. U(f) mit der Ersetzung (4,0) baw. (@, 0) 
auftritt. Die der zuletzt genannten Gesamtersetzung vorausgehende Ge- 
samtersetzung wollen wir @ nennen. In @ hat (a) baw. W(f) die 
Ersetzung (0,1) oder (3-++ 1,0) bzw. (5,1); denn die ,,erste* Ersetzung 
(4,0) baw. (p,0) mu auf eine (0, 1.)- oder (3 + 1, 0)- baw. (6, 1)-Er- 
setzung folgen. Ferner muS @ fiir U(a) bzw. U(f) mitzdhlen. Auch 
mu8 das Falschwerden einer der zu U(a) bzw. U(f) gehdrigen kritischen 
Formeln bei der Gesamtersetzung % zur Bildung der nachsten Gesamt- 
ersetzung benutzt worden sein in der Weise, wie es unser Verfahren fiir 
den ersten und zweiten Fall angibt. 

@ ist nicht mit einem der schon vorhandenen @* identisch. Bei 
den @* namlich, die zu einer von U(a) bzw. U(/) verschiedenen Formel 
gehoren, ist die Ersetzung fiir 1 in der auf G* folgenden Gesamtersetzung 
dieselbe wie in @*; und bei den @*, die zu U(a) bzw. U(f) gehdren, 
ist die auf @* folgende Gesamtersetzung fiir U(a) bzw. U(f) schon 
durchstrichen. 

Es reduziert sich nun mit Hilfe der Gesamtersetzung © %(3) bzw. 
YU(~) auf eine richtige Formel. Bei der letzten dastehenden Gesamt- 
ersetzung reduziert sich aber H (3) bzw. &(@) auf eine falsche Formel. 
Man kann also wieder eine Formel $(a) bzw. %(f) finden, die sowohl 
bei @ wie bei der letzten Gesamtersetzung vorkommt und deren Er- 
setzung sich inzwischen geindert hat. Da die hinter G stehende Gesamt- 
ersetzung fiir die Formel &(a) bzw. U(f) nicht gestrichen ist, so mu8 
bei allen G* und §*, bei denen das G* vor @ und das 9* hinter G 
steht, % (a) baw. U (f) zu den Formeln gehéren, die wir uns fiir dieses 
Eintreten des dritten Falles gemerkt hatten. Es gehért also auch $(a) 
bzw. Bf) zu diesen Formeln, da sie der Formel U (a) bzw. H(f) unter- 
geordnet ist. Daraus ergibt sich, daS die Ersetzung, die zu 8 bei der 
letzten Gesamtersetzung gehért, gegeniiber der bei 6 vorkommenden jeden- 
falls progressiv verindert ist. Dieses $(a) bzw. $(f) wollen wir uns jetzt 
merken. Ebenso alle Formeln, die bei den bis jetzt dastehenden Gesamt- 
ersetzungen der Formel $(a) bzw. 8(/) untergeordnet sind. 

Nun sind wir imstande anzugeben, wie sich die nachste Gesamt- 
ersetzung bildet. Wir brauchen sie nur gemé% den Bedingungen, deren 
Zutreffen wir fiir unsere vorliegende Reihe von Gesamtersetzungen ver- 
langt hatten, zu konstruieren, unter Beriicksichtigung des Umstandes, daB 
jetzt ein neues G* und §* hinzugekommen ist. Es ist dann klar, daB die 
neue Reihe von Gesamtersetzungen wieder simtliche Eigenschaften besitzt. 
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Wir haben damit das Verfahren, mit Hilfe dessen wir zu immer 
neuen Gesamtersetzungen iibergehen, falls bei der letzten nicht alle kriti- 
schen Formeln richtig werden, vollstindig beschrieben. Der wesentlichste 
Punkt des Verfahrens ist, daB sich die neue Gesamtersetzung entweder 
aus der vorgehenden in der Weise bildet, daB alle Formeln bis zu einer 
gewissen hin genau so ersetzt werden wie bei der vorgehenden Gesamt- 
ersetzung, und daB dann die Ersetzung fiir die niachste Formel in pro- 
gressivem Sinne verandert ist, oder da8 sie sich aus einer friiheren, die 
wir @* genannt haben, in dieser Weise bildet. Ferner ist es wichtig, 
da8 eine Gesamtersetzung nur einmal ein &* sein kann. Wir haben nun 
zu zeigen, daB unser Verfahren nach endlich vielen Schritten zu einer 


Gesamtersetzung fiihrt, bei der sich alle kritischen Formeln auf richtige 
reduzieren. 


9. Beweis dafiir, da8 das Verfahren nach endlich vielen Schritten zu 
einer Gesamtersetzung fiihrt, bei der sich alle kritischen Formelin auf 
richtige reduzieren. 


Wir sagen, zwei Gesamtersetzungen, von denen die zweite aus der 
ersten so gebildet ist, wie es unser Verfahren fiir den ersten oder zweiten 
Fall vorschreibt, schlieBen sich liickenlos aneinander, wenn folgendes der 
Fall ist: Wenn die zweite Gesamtersetzung aus der ersten durch progres- 
sive Veranderung einer Formel {(a) bzw. U(f) entstanden ist, so sollen 
die untergeordneten Formeln, die %{(a) bzw. U(f) bei der ersten Gesamt- 
ersetzung hat, Ersetzungen haben, die keine progressive Verinderung mehr 
zulassen, also die Ersetzung (0, 0) bzw. eine Ersetzung (q, 0). 


Von zwei sich liickenlos aneinanderschlieBenden Gesamtersetzungen 
kann die erste niemais ein @ sein. Ferner sind bei allen folgenden Ge- 
samtersetzungen die drei ersten zu % gehdrigen kritischen Formeln immer 
richtig, solange diese gefundene Ersetzung fiir das zu % gehérige « und 2 
iiberhaupt noch beibehalten wird; denn die zu % gehdrigen Unterformeln 
gestatten keine progressive Verinderung. Werden sie aber regressiv ver- 
andert, so geschieht dasselbe mit W. 


Wir wollen nun erkliren, was wir unter einer dichten Reihe von 
Gesamtersetzungen verstehen wollen. Eine endliche Reihe von Gesamt- 
ersetzungen heiBt dicht, wenn die letzte Gesamtersetzung keine progres- 
sive Verinderung mehr zuliSt und wenn keine von diesen Gesamt- 
ersetzungen im weiteren Verlaufe des Verfahrens ein © werden kann, 
d. h. wo von zwei aufeinanderfolgenden Gesamtersetzungen die zweite 
aus der ersten nach dem ersten oder dem zweiten Fall gebildet ist, da 
schlieBen sich die beiden Gesamtersetzungen entweder liickenlos aneinander 
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oder die erste der beiden Gesamtersetzungen ist bei der dastehenden 
Reihe schon als ein © benutzt worden. 

Bei einer dichten Reihe von Gesamtersetzungen sind bei der letzten 
dastehenden Gesamtersetzung alle Formeln durch (gy, 0) bzw. (0,0) er- 
setzt. Ferner werden bei dieser letzten Gesamtersetzung alle kritischen 
Formeln richtig, da alle Ersetzungen (gy, 0) bzw. (0,0), die dort vor- 
kommen, bei der ersten von zwei sich liickenlos aneinanderschlieBenden 
Gesamtersetzungen gefunden werden. 

Wir brauchen jetzt nur zu zeigen, da8 unser Verfahren nach endlich 
vielen Schritten eine dichte Reihe von Gesamtersetzungen liefert, oder 
daB man schon vorher zu einer Gesamtersetzung gelangt, bei der alle 
kritischen Formeln richtig werden. 

Wir werden aber den Begriff dichte Reihe noch in weiterem Sinne 
gebrauchen. Wir betrachten eine endliche Reihe von Gesamtersetzungen, 
die folgendermaBen beschaffen ist: Alle Gesamtersetzungen sind nach un- 
serem Verfahren gebildet, und bei allen sind die ersten n Formeln in der- 
selben konkreten Weise ersetzt. Es brauchen sich diese Gesamtersetzungen 
in der Reihe von Gesamtersetzungen, wie sie unser Verfahren liefert, nicht 
unmittelbar aneinander zu schlieBen; d. h. zwischen zwei Gesamtersetzungen, 
die zu der von uns behandelten endlichen Menge gehéren, kénnen bei der 
Reihe von Gesamtersetzungen, wie sie unser Verfahren liefert, endlich 
viele andere Gesamtersetzungen stehen, um die wir uns nicht kiimmern. 
Wohl aber soll folgendes der Fall sein: Wenn eine der Gesamtersetzungen, 
die wir auszeichnen, aus der vorhergehenden gebildet ist, so gehért diese 
ebenfalls zu der ausgezeichneten Reihe. Ist sie aus einer friiheren G ge- 
bildet, so gehért diese zu den ausgezeichneten Gesamtersetzungen. Nur 
fiir die erste ausgezeichnete Gesamtersetzung verlangen wir nichts. Eine 
derartige Reihe von Gesamtersetzungen nennen wir nun dicht beziiglich 
der konkreten Ersetzungsreihe fiir die ersten n Formeln, wenn bei jeder 
weiteren Gesamtersetzung, die sich nach dem ersten, zweiten oder dritten 
Falle aus einer Gesamtersetzung der Reihe bildet, die zu den ersten n For- 
meln gehérigen Ersetzungen anders beschaffen sind als bei den ausgezeich- 
neten Gesamtersetzungen. — 

Es sei uns nun eine endliche Reihe von Gesamtersetzungen vorgelegt, 
die nach unserem Verfahren gebildet ist. Unter diesen Gesamtersetzungen 
greifen wir nun irgendeine Reihe von ausgezeichneten Gesamtersetzungen 
heraus, die sich natiirlich immer darunter befindet. Die weitere Bildung 
von Gesamtersetzungen verlaufe in der Weise, daS nach endlich vielen 
anderen Gesamtersetzungen immer wieder ausgezeichnete Gesamtersetzungen 
auftreten, solange das iiberhaupt méglich ist. Dann behaupten wir, nach 
endlich vielen Schritten ist die ausgezeichnete Reihe dicht geworden. — 
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Unsere Behauptung enthalt als Spezialfall den Satz, auf dessen Beweis es 
uns ankommt, da8 niamlich unser Verfahren uns nach endlich vielen 
Schritten eine dichte Reihe von Gesamtersetzungen liefert (dicht hier in 
dem friiheren absoluten Sinne verstanden). Wir wollen namlich ausdriick- 
lich den Fall zulassen, daB die Reihe von Ersetzungen, die bei unseren 
ausgezeichneten Gesamtersetzungen fest bleibt, iiberhaupt kein Glied enthilt. 

Es liege uns nun eine ganz bestimmte Beweisfigur vor, so wie sie 
sich nach Herausschaffung der Variablen gestaltet. Fiir diese wollen wir 
den Endlichkeitsbeweis fiihren. Jedes Funktional dieser Beweisfigur hat 
einen bestimmten Index. Unter diesen Indizes gibt es einen gréBten. 
Wir tragen zunichst die Ersetzungen, die bei unseren ausgezeichneten 
Gesamtersetzungen ein fiir allemal festbleiben, in die Beweisfigur ein, und 
reduzieren sie so weit, wie es mit Hilfe dieser Ersetzungen méglich ist. 
In der so verinderten Beweisfigur betrachten wir nun den gréBten Index, 
der fiir konstante Funktionale vorkommt. Wir diirfen annehmen, daB fiir 
einen niedrigeren Index schon alles erledigt ist. Nehmen wir zunichst 
an, die erste Stufe, fiir die wir Ersetzungen zu machen haben, bestehe 
aus einer einzigen Formel. 

a) Diese Formel habe bei der ersten ausgezeichneten Gesamtersetzung 
eine Ersetzung (0, 0) bzw. (p, 0). 

Sie hat dann bei allen ausgezeichneten Gesamtersetzungen diese Er- 
setzung. Diesen Fall haben wir also auf den fiir einen kleineren Index 
zuriickgefiihrt. 

b) Sie habe eine Ersetzung (3 + 1, 0). 

Hier kann die Ersetzung (3-+-1,0) fiir die erste Formel nur eine 
endliche Anzahl von Malen vorkommen, da wir schlieBlich eine dichte 
Reihe beziiglich der feststehenden Ersetzungen und (3+ 1,0) bekommen. 
Es kann also auch nur eine endliche Anzahl von Malen aus einer Gesamt- 
ersetzung, bei der die erste veranderliche Formel die Ersetzung (3 + 1, 0) 
hat, eine neue ausgezeichnete Gesamtersetzung gebildet werden. Damit 
ist dieser Fall auf den fiir ein kleineres 3 zuriickgefiihrt. 

c) Sie habe eine Ersetzung (0, 1) baw. (6,1). 

Dieser Fall wird in derselben Weise auf b) zuriickgefiihrt wie b) 
auf den fiir ein kleineres 4. 

Wir haben damit alles bewiesen, falls die erste Stufe nur aus einer 
einzigen Formel besteht. Der Fall, daB sie aus f+ 1 Formeln besteht, 
wird ganz in derselben Weise auf den fiir — Formeln zuriickgefiihrt wie 
der vorige Fall auf den fiir einen kleineren Index. 

Damit ist dann der Satz iiber die ausgezeichneten Gesamtersetzungen 
bewiesen. Insbesondere ergibt sich dann auch, daB, wenn man endlich 
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viele Gesamtersetzungen nach unserem Verfahren gebildet hat, die nun 
dastehende Reihe von Gesamtersetzungen dicht (im absoluten Sinne) ist. 
Damit ist also auch gezeigt, daB man nach endlich vielen Schritten zu 
einer Gesamtersetzung kommt, bei der sich alle kritischen Formeln auf 
richtige reduzieren. Damit ist aber die Widerspruchsfreiheit der trans- 
finiten Axiome bewiesen. 


IV. Die Tragweite der transfiniten Axiome. 


Hiermit ist der eigentliche Gegenstand der vorliegenden Arbeit erledigt. 
Zum SchluB seien nur noch einige erginzende Bemerkungen gemacht, die 
sozusagen den Titel der Arbeit rechtfertigen sollen und die Tragweite der 
Axiome, fiir die ich die Widerspruchsfreiheit gezeigt habe, erlautern sollen. 

Es ist von Hilbert (,,Logische Grundlagen der Mathematik“, Math. 
Annalen 88, 8S. 157) erwahnt worden, daB sich alle transfiniten Schlub- 
weisen aus unseren Axiomen beweisen lassen. Mit Erlaubnis von Herrn 
Prof. Hilbert seien hier die Beweise kurz angegeben. 

Wir fiigen zunichst unseren Axiomen die Definitionen des All- und 
des Seinzeichens hinzu: 


A(e,A(a))—+(Ea) A(a) A(e,A(f))—(Ef)A(f) 

(Ba) A(a)—+ A(e,A(a)) (Ef) A(f)—(A(e,A(f)) 

A(e,A(a))—>(a) A(a) A(e,A(f))—(f)A(f) 
(a) A(a)—+ A(e, A (a)) (f)A(f)—> A(¢,A (f)) 


Bei der Reduktion der Funktionale ist nun fiir (Ha) A(a): A(e,A(a)), 
fiir (a)A(a): A(e,A(a)) zu setzen usw. Diese Axiome werden dann 
natiirlich richtig, da sie alle die Gestalt 2 — M annehmen. 


Die von Hilbert in der Annalenarbeit angegebenen transfiniten SchluB- 
weisen sind folgende: 
(a) A(a)—+ A(a) 
A(a)-—+( Ea) A(a) 
(@) A(a)—+(Ea) A (a) 
(Ea) A (a)—-(@)A(a) 
(Ba) A(a)—+(a) A(a) 
(a) A(a)—+(Ea) A(a) 
und entsprechende Formeln fiir A(f), die sich natiirlich auf dieselbe Weise 
beweisen wie die Formeln fiir A (a). 


Oo wo = 
: : . 


Beim Beweis der angegebenen Formeln wird nun von den transfiniten 
Axiomen nur das erste Axiom: A(a)—+ A(¢,A(a)) benutzt. Aus den friiher 
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die Formel: Largs he 
(A—B)—B—A 


beweisbar. Durch Einsetzung entsteht daraus: 





| angegebenen Axiomen 1 bis 4, 11, 12 ist zunichst nach einigen Rechnungen 


(A (a)—+ A (e, A (a))) + A(e, A (a)) + A(a) 


A(a)—A(e, A (a)) 
durch Einsetzung in: 
A(a)—> A(e, A(a)) 
1. A(e, A (a)) + A(a) 
(a) A(a)—A(e, A (a)) 
(a)A(a)— A(a) 
a. A(a)—+ A(e, A(a)) 
Ae, A(a)—+ (Ea) A(a) 
A(a)-+ (Ba) A(a) 
3. Ae, A(a)—+(a) A(a) 
(@)A(a)—+ A (e, A(a)) 
A(e,A(a))—>(E£a)A(a) 
(a) A(a) (Ea) A(a) 


A(e,A(a))—>(Ba) A(a) 
(Ba) A(a)—+A (e, A(a)) 
A(a)—+A(e, A(a)) 
A (e,A(a))—» A (a) 
(Ba) A(a)— A (a) 
durch Kinsetzung: 
(Ba) A(a)— A( 


e, A(a)) 
A(e,A(a))—+(a)A 


) 


(a 
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durch Einsetzung: x 
A (2, A(a))—+(a) A (a) 
(Ha) A(a)—+(a) A (a) 


— A(a) 
durch Einsetzung: 


(Ba) A(a)—+ A(e, A(a)) 
Ale pay (Ba) A(a) 
(a) A (a)—-(Ha) A(a). 
Damit sind die angegebenen Formeln simtlich bewiesen. 

Ebenso lassen sich alle anderen Formeln, wie sie in der mathe- 
matischen Logik beim Kalkul mit den All- und Existentialzeichen ge- 
braucht werden, ableiten. Durch unseren Widerspruchsfreiheitsbeweis ist 
also der Gebrauch der Worte ,,alle“ und ,,es gibt‘, des ,,tertium non 
datur“ als einwandfrei nachgewiesen. 

Zum Aufbau der Mathematik ist auBer den schon abgeleiteten Schlub- 


weisen auch das Induktionsaxiom notwendig. Dieses lautet folgender- 
maBen: 


a) 

(a) 4 (a)—+ A (e, A(a)) 
(a) 
)- 


A(0)—+(a)(A(a)—- A(a + 1))— A(a). 
Das Induktionsaxiom ist nun auf Grund des ersten und vierten e- Axioms: 
A(a)—-A(e,A(a)) und ¢,A(a)+0—-A[4d(e,A(a))] 
beweisbar. 
Durch Einsetzung in das Axiom: 


a = b-- A(a)—-A(b) 
erhalt man: 
a=b—-a=c—db=c. 
Durch Einsetzung: 
e,A(a)=0-+e, ef )=e,A(a)— 
e,A4(a)=e,A(a)—+2,A(a)=0— 


a=da 


4) 


a) 


™ he 


e, Ad (a) =e, A(a) 
e,A(a)=0 +0=e, A (a) 
0 = «,A(a)—+ A(0)-+(A(ce, A (a)) 
A(e,A(a))—>(a)A(a) 
(a)A(a)— A(a) 
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=e,A(a)—A(0)—A(a) 
e,A(a)=0—-A(0)— A(a) 
e,4 (a) = 0-+ A(0)-+(a)(A(a)—+ A(a + 1))—+ A(a) 
(Hinzufiigung einer Voraussetzung) 
; (a) A(a)—+ A(a) 
durch Einsetzung: 
(a)(A(a)—+ A(a+ 1))—+A(a)—A(a+1) 
durch Einsetzung: 
(a)(A(a)—+ A(a+ 1))-+ A[d(e, A (a))] + A[d(e, A (a)) + 1] 
A[5(e,A (a))]+(a@)(A(a)—- A(a + 1)) + A[6(e, A (a)) + 1] 
e, A (a) + 0+ A[4(e, A(a))]}. 
Ferner ist auf Grund der Axiome 1 bis 4 und 11, 12 A-—A und AA 
beweisbar. 


A[d(e,A (a))]—+ A[4(¢, A (a))] 
e,4 (a) + 0-+ A[6(e, A (a))] 
e, A (a) + 0-+(a)(A(a)—+ A(a+ 1))—+ A[5(e, A(a)) +1). 
Durch Einsetzung in Axiom 16: 
e,A(a) + 0+, A(a)=d(e,A(a))+1 
e,A(a)=d(e,A (a)) + 1+ d(e,A(a))+1=¢,A(a) 
d(e,A (a)) +1 =«,A (a) —+A[d(e, A (a)) + 1] +A(e, A (a)) 
e,A(a) + 0-+A[d(e,A(a))+1]—+A(e, A (a)) 
A[é(e,A(a)) + 1]—+2,A (a) + 0+ A(e, A (a)) 
e, A (a) + 0-+(a)(A(a)—+ A(a + 1)) + A[d(e, A(a)) +1] 
e,A (a) + 0-+(a)(A(a)—+ A(a + 1)) +e, A (a) + 0+ A(e, A (a)). 
Die doppelte Voraussetzung kann mit Hilfe des zweiten Axioms eli- 
miniert werden: 
e, A (a) + 0-+(a)(A(a)—+ A(a + 1)) + A(e, A (a)) 
A(e, A (a))—+ (a) A(a) 
(a) A(a)-—» A(a) 
¢, A (a) + 0-—+-(a)(A(a)—+ A(a+ 1))—A(a) 
e, A (a) + 0+ A(0)-+(a)(A(a)—+ A(a + 1)) + A(a). 
(Hinzufiigung einer Voraussetzung mit Hilfe des ersten Axioms.) 
e, A (a) = 0+ A(0)—+(a)(A(a)—+ A(a + 1))—+ A(a) 


A(0)—+(a)(A(a)—+ A(a + 1))—+ A(a). 
3* 








86 W. Ackermann. Begriindung des ,tertium non datur“. 


Da das Induktionsaxiom also beweisbar ist, ist es natiirlich auch 
widerspruchsfrei. 
Ferner besitzt das Axiom: 
A(a)—-A(e,A(a)) bzw. A(f)—A(e,A(f)) 


eine enge Beziehung zum Auswahlaxiom. Sehen wir einmal von der rein 
formalen Auffassung ab, so kénnen wir eine Formel U(a) baw. U(f) als 
ein Pradikat fiir Zahlen bzw. Funktionen deuten. Diesen Pridikaten ent- 
sprechen Mengen. ¢,Y%(a), ¢,U(f) ordnet sozusagen einer Menge, die 
tiberhaupt ein Element enthalt, ein bestimmtes ihrer Elemente zu. — Es 
la8t sich auch der Beweis des Zermeloschen Auswahlprinzips mit Hilfe 
der transfiniten Axiome in dem Formalismus direkt erbringen. Das ist 
z. B. fiir Mengen von Mengen reeller Zahlen in der Hilbertschen Annalen- 
arbeit gezeigt worden. 


(Eingegangen am 30. 3. 1924.) 








Kongruenz und Bewegung, 
eine philosophisch-geometrische Betrachtung. 
(Aus einem Briefe an Herrn D. Hilbert.) 
Von 


Friedrich Schilling in Danzig-Langfubr. 


Die folgenden Uberlegungen sollen den Zweck haben, die beiden 
grundlegenden Begriffe beim Aufbau der Geometrie: ,,Kongruenz und Be- 
wegung in ihrer Beziehung zueinander zu kliren. Wir werden hierbei 
zu sehr interessanten Endergebnissen iiber die verschiedenen Geometrien 
gefiihrt werden, die unserer Anschauung und den aus ihr gewonnenen 
Axiomen entsprechen. 

Als Ausgangspunkt wollen wir uns sogleich folgende neuartige Geo- 
metrie denken, die als hyperbolisch-parabolische Geometrie bezeichnet sei. 
Es sei zuniachst in einer Ebene, auf die wir uns beschrinken wollen, ein 
Dreieckskoordinatensystem und dazu die projektive Geometrie auf Grund 
von Axiomen der Verkniipfung, Anordnung und Stetigkeit, also insbeson- 
dere ohne ein Parallelenaxiom und ohne Kongruenz- oder Bewegungsaxiome, 
als entwickelt vorausgesetzt. Sodann sei in dieser Ebene in bekannter 
Weise rein projektiv eine parabolische Mafbestimmung fiir die Linge 
der Strecken und die Gréfe der Winkel festgelegt, wobei also zwei be- 
stimmte konjugiert-imaginaére Punkte auf einer gegebe- 
nen Geraden g als ausgearteter absoluter Kegelschnitt 
zugrunde liegen sollen. Es soll nun weiter ein belie- 
biger einteiliger Kegelschnitt hinzugenommen sein, wel- * 
cher — der Kinfachheit halber — die unendlich ferne 
Gerade g nicht reell schneide (Fig. 1). Alle méglichen 
Bewegungen der Ebene sollen dann durch die Gruppe 
der co* linearen Transformationen gegeben sein, die 
den Kegelschnitt in sich iiberfiihren (hyperbolische Be- g 
wegungen). Bei diesen Bewegungen bleiben ersichtlich Fig. 1. 











38 F. Schilling. 


stets die Punkte im Innern des Kegelschnittes dort liegen, auf die es 
uns auch wesentlich ankommt. Wohl aber werden die Punkte der unend- 
lich fernen Geraden g ins Endliche gelangen kénnen und umgekehrt im 
Endlichen gelegene Punkte ins Unendliche. Die parabolische MaSbestim- 
mung soll indessen bei den Bewegungen insofern unverandert bestehen 
bleiben, als sie stets auf den bestandig an der urspriinglichen Stelle ange- 
nommenen konjugiert-imaginaéren Punkten sich aufbauen soll. 

Fiir die Frage der Kongruenz zweier Figuren, etwa zweier Strecken, 
Winkel oder Dreiecke, ist jetzt schon folgende Unterscheidung bei der 
Erklarung zu machen: 


Zwei an beliebigen Stellen der Ebene festgelegene Figuren sollen 
lokal-kongruent (oder kongruent schlechthin) heiBen, wenn die (para- 
bolischen) Mafzahlen aller entsprechenden Seiten und Winkel einander 
gleich sind. 

Die Figur 1 soll dagegen zur Figur 2 kinematisch-kongruent 
heiBen, wenn die Figur 1 durch entsprechende (hyperbolische) Bewegung 
mit der Figur 2 zur Deckung gebracht werden kann. 

Ersichtlich ist jetzt, wenn die Figur 1 zur Figur 2 kinematisch-kon- 
gruent ist, auch die Figur 2 zur Figur 1 kinematisch-kongruent. Jedoch 
sind zwei lokal-kongruente Figuren (die in der parabolischen Geometrie 
auch kongruent im kinematischen Sinne sein wiirden) in der neuen Geo- 
metrie nicht auch kinematisch-kongruent. Denn bei der Bewegung einer 
Figur andern sich ja ihre MaBverhiltnisse. An die Stelle der sonst zum 
Aufbau der Geometrie aufgestellten Axiome der Kongruenz oder Bewegung 
treten jetzt natiirlich zwei Gruppen entsprechender Sdtze, die sich auf die 
lokale bzw. kinematische Kongruenz, oder auf die Kongruenz schlechthin 
und die Bewegung beziehen. Jedenfalls erkennt man: 


Mit den Axiomen der lokalen Kongruenz z. B., mit denen man sich 
ja auch beim Aufbau der Geometrie allein begniigen kann, wenn man 
will, sind nicht notwendig entsprechende Bewegungen der Ebene von selbst 
verkniipft. 

Bei den zum Aufbau der Geometrie notwendigen oder wiinschens- 
werten geometrischen Begriffen, mégen diese irgendwelche Dinge selbst 
oder Eigenschaften darstellen, kénnen wir urspriingliche Begriffe (Crund- 
begriffe) und abgeleitete Begriffe unterscheiden, wie z. B. ,,Gerade, zwischen‘ 
einerseits, ,,Kegelschnitt, gleichschenklig“ andererseits. Abgeleitete Be- 
griffe sollen solche sein, die sich allein aus bereits festgelegten anderen 
Begriffen und den fiir sie giiltigen Axiomen und Satzen erklaren lassen. 
Sind dann beide Begriffe ,,Kongruenz und Bewegung“ notwendig als ur- 
spriingliche Begriffe anzusehen? Wohl kann man den Begriff ,,Bewegung~ 
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als urspriinglich wahlen und dann etwa den Begriff ,,Kongruenz“ als 
einen abgeleiteten Begriff darauf aufbauen (kongruent sind z. B. zwei 
Strecken, wenn sie durch Bewegung zur Deckung gebracht werden kénnen). 
Wenn aber umgekehrt der Begriff ,,Kongruenz“ als ein urspriinglicher 
gewahlt ist, so wird immer noch daneben der Begriff ,,Bewegung“ (als 
Resultat einer Ortsveranderung) ebenfalls als ein urspriinglicher angesehen 
werden miissen, wenn auch die Eigenschaften der Bewegung sich auf die 
Kongruenz zuriickfiihren lassen. Man wird gewi8 nicht den Begriff ,,Be- 
wegung“ allein aus den Erklarungen, Axiomen und Sitzen der Ruhe ein- 
fiihren kénnen. 


Man kann jedenfalls dementsprechend die Geometrie weiter aufbauen, 
wenn man auBer den bereits oben fiir die Entwicklung der projektiven 
Geometrie genannten Axiomen und dem einen oder anderen Parallelen- 
axiom allein Kongruenzaxiome oder allein Bewegungsaxiome benutzt. Der 
erste dieser Wege ist z. B. von Herrn D. Hilbert in seinen ,,Grundlagen der 
Geometrie“, 6. Aufl., Leipzig 1923, der zweite von Herrn F. Schur in seinen 
, Grundlagen der Geometrie“, Leipzig 1909, eingeschlagen worden. Wird 
zunichst die Bewegung durch Axiome eingefiihrt, so kann man leicht die 
Aussagen iiber die Kongruenz als Siatze daran anschlieBen, wie beispiels- 
weise bei Herrn Schur, 1. c. 8. 94, die Aussage des ersten Kongruenzsatzes 
als ein Satz aufgestellt ist. Anders aber liegen die Verhiltnisse, wenn 
zunachst die Kongruenz von Figuren durch Axiome eingefiihrt wird; wenn 
Herr Hilbert, 1. c. 8. 9, erklart: ,,Die Axiome dieser Gruppe definieren den 
Begriff der Kongruenz und damit auch den der Bewegung“, so ist gewiB 
diese Bemerkung weiter auszufiihren wiinschenswert, falls man die Be- 
wegung iiberhaupt einfiihren will. Die Bewegung als etwas wesentlich 
Neues, als ein urspriinglicher Begriff, ist jedenfalls noch durch weitere 
Axiome festzulegen. Zuniachst mégen daher folgende Axiome gelten: 

VI, 1: Das projektive Bewegungsaxiom: Bei jeder Bewegung gehen 
Punkte und Gerade der Ebene eindeutig in Punkte und Gerade iiber, 
und 


VI, 2: Das Hindeutigkeitsaxiom: Es gibt stets eine und nur eine 
Bewegung (einschlieBlich der Identitdt), welche eine Gerade a und einen 
Punkt A auf thr in dieselbe oder eine andere Gerade a’ und einen 
Punkt A’ auf ihr, eine bestimmte Richtung von a in eine bestimmte 
Richtung von a’ und auferdem die auf einer bestimmten Seite von a in 
der Umgebung von A gelegenen Punkte in die auf einer bestimmten Seite 
von a’ in der Umgebung von A’ gelegenen Punkte iiberfiihrt (Unterschei- 


dung von gleichsinniger und ungleichsinniger Bewegung in beschranktem 
Gebiet). 














40 F. Schilling. 


Wird also die Gerade a mit dem Punkt A und eine von ihm aus- 
gehende Richtung festgehalten und sollen die beiden Seiten von a nicht 
vertauscht werden, so soll nur die Identitaét als spezieller Fall der Be- 
wegung mdglich sein. Aus den beiden Axiomen VI, 1,2 folgt schon der 
Gruppencharakter aller oc* méglichen Bewegungen als ein Satz. 

Hierzu tritt dann endlich noch ein Axiom der Verkniipfung von Kon- 
gruenz und Bewegung. Man kénnte dieses in der allgemeinen Form aus- 
sprechen : 


VI, 3: Lokal-kongruente Figuren sollen auch kinematisch-kongruent sein. 
Die Umkehrung, da8 kinematisch-kongruente Figuren auch lokal-kon- 


gruent sind, 148t sich dann leicht als ein Satz beweisen. Dies letzte Axiom 
148t sich auch so ausdriicken: 


Lokal-kongruente Figuren (d.h. kongruente Figuren schlechthin) sollen 
durch Bewegung zur Deckung gebracht werden kénnen, woraus folgt: 

Bei der Bewegung bleiben die GréBen der Strecken und Winkel un- 
geandert. 

Bei dieser allgemeinen Form des Axioms VI, 3 wiirde dann jedoch 
einmal das Axiom VI, 1 damit einbegriffen sein, sodann wiirde auch die 
Aussage des Axioms III, 5 von Herrn Hilbert (1. c. 8.12) als ein Satz zu 
beweisen sein’). Letzteres ist ja schon dann der Fall, wenn fiir die Be- 
wegungen nur gefordert wird, daB die nach dem Axiom VI, 2 médgliche 
Bewegung eine Strecke AB auf a in die ihr kongruente Strecke A’ B’ 
auf a’ und einen an a in A angetragenen Winkel @ in einen kongruenten 
an a’ in A’ angetragenen Winkel «’ iiberfiihrt. 

Doch 1aB8t sich das Axiom VI, 3 wesentlich einschrinken. Ich will 
der Einfachheit halber sogleich annehmen, da8 die Euklidische Geometrie 
in der anschaulich-einfachen Weise durch die Axiome I—V von Herrn 
Hilbert zunachst ohne Hinzunahme der Bewegung bereits aufgestellt sei. 
Dann soll noch die Bewegung eingefiihrt werden durch die Axiome VI, 1 
und 2 und das Axiom der Verkniipfung von Kongruenz und Bewegung, 
das in einer engeren Fassung in einer der folgenden beiden gleichwertigen 
Formen lauten mag: 

VI, 3*: Bet der durch das Axiom VI, 2 festgelegten Bewegung soll 
stets die von A auf dem einen Halbstrahl von a abgetragene Hinheits- 
strecke mit der von A’ auf dem entsprechenden Halbstrahl von a’ ab- 
getragenen Einheitsstrecke zur Deckung’ kommen, 


1) ,Wenn fir zwei Dreiecke ABC und A’ B’C’ die Kongruenzen AB= A’B’, 
AC=A4'C’, x BAC=< B'A'C’ gelten, so sind auch stets die Kongruenzen 
x ABC= <A4'B’C' und ACB= << A'C'B’ erfillt.“ 
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oder 


VI, 3**: Bei der durch das Axiom VI, 2 festgelegten Bewegung soll 
stets der in A an a nach der einen Seite abgetragene rechte Winkel mit 
dem in A’ an a’ nach der entsprechenden Seite abgetragenen rechten 
Winkel zur Deckung kommen. 

In dem Axiom VI, 3** kommt also dilidnite wieder das Axiom von 
Euklid zum Vorschein: Alle rechten Winkel sind einander kongruent*). So- 
weit es sich um lokale Kongruenz der rechten Winkel handelt, ist diese 
Aussage ja als Satz 16 (1.c. 8.17) von Herrn Hilbert bewiesen worden. 

Bei Giiltigkeit des Axioms VI, 3* mu8 ja notwendig das iiber der 
Einheitsstrecke von a errichtete gleichseitige Dreieck in das nach der ent- 
sprechenden Seite iiber der Einheitsstrecke 
von a’ errichtete gleichseitige Dreieck 
iibergehen. Und werden die von A bzw. A’ 
ausgehenden Seiten der gleichseitigen Drei- 
ecke als 2, y- baw. x’, y'-Achsen gewahlt, /, 
so wird die Bewegung notwendig durch 7 
die Gleichungen x’ = x, y’ = y festgelegt x 
(Fig. 2), da dann ja auch die Einheits- Fig. 2. 
punkte HZ, EZ’ einander entsprechen miissen 
und auf den beiden Teilen der Fig. 2 die Mébiusschen Netzkonstruktionen 
sich aufbauen lassen. 

Bei der Giiltigkeit des Axioms VI, 3** dagegen mu8 notwendig ein 
Quadrat, von dem zwei Seiten auf den Schenkeln des an a angetragenen 
rechten Winkels liegen, wieder in ein Quadrat, von dem zwei Seiten auf 
den Schenkeln des an a’ angetragenen rechten Winkels liegen, iibergehen. 
Denn auch den Diagonalen des ersten Quadrats miissen ja wieder recht- 
winklige Diagonalen entsprechen. Und werden die von A bzw. A’ aus- 
gehenden Seiten der Quadrate als x, y- bzw. x’, y’-Achsen gewahlt, so 
wird die Bewegung durch die Gleichungen 2’ = 0-2, y’=0-y festgelegt, 
wo der Koeffizient o noch naher zu bestimmen ist. Nun gibt es die fol- 
gende spezielle Bewegung, die Umwendung um eine Gerade: Die Gerade a, 
der Punkt A auf thr und die eine von A ausgehende Richtung sollen in 
sich selbst iibergehen; doch sollen die beiden Seiten von a miteinander 
vertauscht werden. 

Da bei der Wiederholung dieser Bewegung die Identitaét entsteht, so 
mu8 fiir die Umwendung der Koeffizient o gleich 1 sein, d.h. durch eine 





Umwendung ineinander iibergehende Strecken sind einander gleich. 


*) Vgl. z. B. M. Simon, Euklid und die sechs planimetrischen Biicher, Leipzig 
1901, 8. 30. 
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Eine beliebige ungleichsinnige Bewegung, wie sie das Axiom VI, 3** 
festlegt, setzt sich nun aus einer entsprechenden gleichsinnigen Bewegung, 
welche die Gerade a in die Gerade a’ iiberfiihrt, und aus einer Umwen- 
dung um a’ zusammen. Eine beliebige gleichsinnige Bewegung aber labt 
sich stets aus einer Drehung um den Punkt A und einer Parallelverschie- 
bung zusammensetzen. Die Drehung soll die Gerade a@ mit ihrer aus- 
gewahlten Richtung in eine gleichgerichtete Parallelgerade @ zu a’ iiber- 
fiihren und die Parallelverschiebung dann die Gerade @ nach a’, den 
Punkt A nach A’ und die betreffende Richtung von @ in die von a’. 


Man erkennt nun weiter leicht, daB fiir die speziellen Bewegungen 
einer solchen Drehung oder einer solchen Parallelverschiebung notwendig 
der Koeffizient o gleich 1 sein mu8. Denn betrachtet man die Drehung 
allein, so geht nach ihrer Ausfiihrung durch die Umwendung um die eine 
Winkelhalbierende w der von den Geraden a, @ gebildeten Winkel die 
Gerade @ mit ihrer Richtung wieder in die Gerade a mit ihrer Richtung 
iiber, und nach der dann folgenden Umwendung um a muB die Identitat 
entstehen. Es mu8 also bei der urspriinglichen Drehung um A der Koeffi- 
zient o gleich 1 sein. Betrachtet man aber die Parallelverschiebung allein, 
welche @ in a’ iiberfiihrt, so geniigt es ersichtlich, im folgenden den be- 
sonderen Fall zu betrachten, daB AA’ auf @ senkrecht steht, da ja die 
allgemeine Parallelverschiebung sich aus zwei solchen besonderen zusammen- 
setzen ]48t. Man erkennt dann, da8 nach Ausfiihrung einer solchen be- 
sonderen Parallelverschiebung die nachfolgende Umwendung um die Mittel- 
senkrechte m von AA’ und die Umwendung um @ wieder die Identitit 
herbeifiihren. Also muB8 bei der urspriinglichen Parallelverschiebung wieder 
der Koeffizient o gleich 1 sein. 

Wir haben somit das Resultat gewonnen: Die fiir die Bewegung auf- 
gestellten Axiome schlieBen Ahnlichkeitstransformationen aus. Es miissen 
also auch die oben erwahnten, bei einer allgemeinen Bewegung ineinander 
iibergehenden Quadrate notwendig kongruent sein. 


Somit ergibt sich sowohl bei Annahme des Axioms VI, 3* wie des 
Axioms VI, 3**: 


Durch jede Bewegung geht eine beliebige mit der Geraden a und dem 
Punkte A verbundene Figur in die mit der Geraden a’ und dem Punkte A’ 
entsprechend verbundene kongruente Figur tiber. 

Nun kann man aber das Axiom der Verkniipfung von Kongruenz und 
Bewegung in der noch erheblich engeren Fassung wie folgt aussprechen: 

VI, 3°": Bei der oben erklarten Umwendung um eine Gerade a soll 
der an a in A nach der einen Seite angetragene rechte Winkel mit dem 
entsprechend nach der anderen Seite angetragenen rechten Winkel zur 
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Deckung kommen, d. h. die Senkrechte in A auf a soll unter Vertauschung 
threr Richtungen in sich dbergehen. 

Dieses Axiom schrainkt also das oben erwihnte Axiom von Euklid 
wesentlich ein. 

Im Hinblick auf die bisherigen Ausfiihrungen erkennt man ferner jetzt 
leicht, daB sich wieder ohne Schwierigkeit beweisen laBt: Jede Bewegung 
bringt kongruente Figuren miteinander zur Deckung. Denn es lat sich 
zunachst zeigen, daB bei der Umwendung jeder Punkt der Geraden a in 
sich iibergeht und dann wieder auch ein an a in A nach der einen Seite 
angetragenes Quadrat in das entsprechend nach der anderen Seite an- 
getragene kongruente Quadrat. — 

Wir wollen aber nun einen wesentlichen Schritt weitergehen und 
kniipfen wieder an das Beispiel der oben eingefiihrten hyperbolisch-para- 
bolischen Geometrie an. Zur Erganzung der obigen Bemerkungen sei noch 
folgendes erwiahnt: 

Neben die (hyperbolischen) Bewegungen der hyperbolisch-parabolischen 
Geometrie stellen sich ja diejenigen co® linearen Transformationen, welche 
die der parabolischen MaSbestimmung zugrunde liegenden konjugiert-imagi- 
niren Punkte der unendlich fernen Geraden g und, um die Ahnlichkeits- 
transformationen auszuschlieBen, auch die GréBe der Strecken unverindert 
lassen. Es seien diese Transformationen hier kurz als Gruppe der para- 
bolischen Transformationen bezeichnet. 

Es verlaufe nun der Kegelschnitt in bestimmter Weise ,,sehr nahe“ 
an der unendlich fernen Geraden g, mit anderen Worten: Es soll der 
Kegelschnitt in bestimmter Weise mit allen seinen Punkten sehr weit fort- 
liegen. Und zwar, wenn bei Zugrundelegung eines Dreieckskoordinaten- 
systems die Gleichung der konjugiert-imaginéren Punkte auf der Geraden g 
durch u*-—- v? = 0 in homogenen Linienkoordinaten u,v, w gegeben wird, 
so sei der Kegelschnitt durch die Gleichung u* + v* — ew* = 0 fiir einen 
sehr kleinen positiven Wert von ¢ dargestellt. Ersichtlich wiirden dann die 
Bewegungen einem mit der parabolischen MaSbestimmung ausgestatteten 
Beobachter in der Ebene von den parabolischen Transformationen nicht 
merkbar verschieden erscheinen. Denn der Beobachter vermag doch nur, 
wie wir annehmen wollen, einen kleinen endlichen Bereich und diesen 
auch nur mit der beschrinkten Genauigkeit seiner MeBvorrichtungen zu 
iibersehen. Er vermag also auch nicht zu entscheiden, ob die hyperbolisch- 
parabolische Geometrie gilt oder etwa die rein parabolische Geometrie, 
ebensowenig wie wir selbst anzugeben vermégen, ob der uns wirklich um- 
gebende Raum hyperbolisch, elliptisch oder parabolisch ist. 

Dies leicht zu iibersehende Beispiel soll uns nun dazu dienen, die 
folgenden Uberlegungen anschaulich zu beleben. Wir kénnen, wie es von 
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den Herren Schur und Hilbert ja geschehen ist, die wirkliche Geometrie 
fiir unseren Raum, wie wir ihn durch unsere Sinne, insbesondere durch 
unser Sehen und Fiihlen, anschaulich erfassen und durch die aus unserer 
Anschauung flieBenden Axiome in unserm Denken festlegen, entweder allein 
mit Hilfe der Bewegungsaxiome (d.h. ohne Hinzunahme der Kongruenz ) 
oder allein mit Hilfe der Kongruenzaxiome (d.h. ohne Hinzunahme der 
Bewegung) aufbauen und erhalten, je nach dem benutzten Parallelenaxiom, 
die hyperbolische, elliptische oder Euklidische Geometrieart. Also ist auch 
folgendes klar: Wir kénnen gleichzeitig beide Wege zum Aufbau unserer 
wirklichen Geometrie gehen und zwar zunichst unabhingig voneinander, 
indem wir insbesondere fiir den Weg der Bewegung bzw. Kongruenz natiir- 
lich jedesmal ein eigenes Parallelenaxiom wihlen. Es steht dann nichts 
dem entgegen, da wir nun irgend zwei auf diese Weise erhaltene Geo- 
metrien, eine Bewegungs- und eine Kongruenzgeometrie, gleichzeitig gelten 
lassen. Wir erkennen also: 


Nicht nur die hyperbolischen, elliptischen und Euklidischen Geometrie- 
arten lassen sich aufstellen, um allen aus unserer Anschauung jflieBenden 
Azxiomen zu geniigen, vielmehr kénnen wir nunmehr neun verschiedene 
Geometriearten unterscheiden, von denen beispielsweise die hyperbolisch- 
Euklidische Geometrieart eine solche ist, je nachdem ndmlich die reine 
Bewegungs- bew. Kongruenzgeometrie hyperbolisch, elliptisch oder Eukli- 
disch ist. 


Noch allgemeiner vorgehend (wenn auch immer noch nicht am all- 
gemeinsten) kann man ersichtlich auch eine Geometrie aufstellen, bei der 
auch noch der MaSbestimmung der Strecken ein anderer absoluter Kegel- 
schnitt zugrunde liegt als der MaSbestimmung der Winkel. Wir kénnen 
beispielsweise von einer ,,elliptisch-hyperbolisch-parabolischen Geometrie 
sprechen, bei der die MaBbestimmung der Strecken bzw. Winkel parabo- 
lisch bzw. hyperbolisch ist, die Bewegungen aber elliptischer Natur sind. 
Natiirlich wiirden dann das ,,Axiom III, 5 der Verkniipfung von Strecken 
und Winkeln“ des Herrn Hilbert, das wir in der Anmerkung 8. 40 bereits 
anfiihrten, also auch die Dreieckskongruenzsitze in dieser neuen Geometrie- 
art nicht mehr gelten; auch wiirden die Basiswinkel in einem gleich- 
schenkligen Dreieck nicht mehr gleich sein. Unsere Betrachtung liefert 
also unmittelbar den Beweis fiir die Notwendigkeit des soeben genannten 
Axioms III, 5 bei dem dort gewiinschten Aufbau der Geometrie. 

Fiir den kleinen endlichen Bereich, der unserer Anschauung und 
unserem Messen zuginglich ist, werden alle diese neuen Geometriearten 
bei entsprechendem Aufbau keinen merklichen Unterschied voneinander 
bedingen. Im allgemeinen werden bei der einzelnen solchen Geometrie 
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die GréBen der Strecken und Winkel bei Bewegungen sich andern. Die 
Okonomie unseres Denkens wird es natiirlich fiir die Anwendungen wiin- 
schenswert machen, die Bewegung und die Kongruenz in der einfachsten 
Weise miteinander zu verkniipfen, so daB z. B. die Kongruenz der 
Strecken und Winkel durch die Bewegung bestimmt ist, ebenso wie 
wir der Euklidischen Geometrie den Vorzug vor der hyperbolischen oder 
elliptischen geben. Doch fiir den rein logischen Aufbau der Geometrie 
kommt dieser Gesichtspunkt der Niitzlichkeit nicht in Betracht. 

Liegt nun irgendeine bestimmte der neuen Geometriearten vor, z. B. 
eine bestimmte elliptisch-hyperbolische Geometrie, so kénnen wir natiirlich 
auch folgende Fragen aufwerfen: Gibt es kinematisch-kongruente Strecken, 
Winkel oder Dreiecke, die auch lokal-kongruent sind, und welche sind dies? 
Bei zwei Strecken oder Winkeln wird dies ja stets und nur dann der Fall 
sein, wenn sowohl die lokalen wie die kinematischen MaB8zahlen beider 
Strecken oder Winkel je einander gleich sind. Gibt es kinematisch-gleich- 
schenklige Dreiecke, die auch lokal-gleichschenklig sind? Gibt es ,,kine- 
matisch** beschriebene Kreise, die auch ,,lokal‘* beschriebene Kreise sind? 


Auf die Beantwortung dieser und dhnlicher Fragen gehe ich hier nicht 
naher ein. 


(Eingegangen am 5.5. 1924.) 











Uber die Bestimmung eines Linienelementes in 
Normalkoordinaten aus dem Riemannschen 
Kriimmungstensor. 


Von 


G. Herglotz in Leipzig. 


Der in der Uberschrift genannten Aufgabe hat Herr H. Vermeil im 
79. Bande dieser Zeitschrift eine eingehende Untersuchung gewidmet. Im 
folgenden wird ihre Lésung auf anderem, vielleicht etwas durchsichtigerem 
Wege erhalten, der von vornherein den Kriimmungstensor nur fiir die- 
jenigen Flachenrichtungen beniitzt, welche eine vom Anfangspunkt der 
Normalkoordinaten ausgehende geodatische Linie enthalten. 

Die Matrix K =(k,,) dieses ,,spezialisierten‘‘ Kriimmungstensors ist 
mit der Matrix G=(g,,) des Linienelementes durch eine Differential- 
relation von einfacher Bauart verbunden, welche die Potenzreihenentwick- 
lung von @ aus der gegebenen von K sofort in iibersichtlicher Weise her- 
zuleiten und auch den Konvergenznachweis fiir dieselbe zu fiihren gestattet. 


I. Der spezialisierte Kriimmungstensor in Normalkoordinaten. 
Der metrischen Grundform des R,: 
(1) ds* = g,,d2z,,dz, 


sind in bekannter Weise die Differentiationssymbole des Vektors ¢ zugeordnet : 
0g. y 
Xu» (€) _ iz, ma '¢ Ee, 
(2) a 
XE (8) = Fe + (87) 8" =o" X,0(8), 


“ 


deren Verschwinden dU = é,dz, als Differential einer Ortsfunktion U(z,) 


2 
charakterisiert, fir die lings jeder geotlatischen Linie 4 — 0 gilt. 
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Die dem System totaler Differentialgleichungen X,,dz,—=0 oder 
Xi! dz, =0 in den 2n Variablen z,, &, oder z,, &° adjungierten infinitesi- 
malen Transformationen von f(z,|&,) oder f(z,|&°) sind: 


(3) | X(N) = 3b P4, be 5, 
—jL- {het 


deren Verschwinden f als Integral jener Differentialgleichungen charakterisiert. 
Die mit ihnen gebildeten Jacobischen Klammerausdriicke (X, X,) 
filhren dann auf den Riemannschen Kriimmungstensor k,,0.: 


é 
(4) X, (Xf) — Xo(Xuf) = knvee & ge 
Seien nun insbesondere die (x,) zur Stelle (z?—0) gehérige Normal- 
koordinaten fiir ds*, so ist hierzu notwendig und hinreichend*): 
(5) (Que — Ger) % = 0. 


Fihrt man dann fiir eine Ortsfunktion g(z,) das Differentiations- 
symbol lings der von (x = 0) ausgehenden geoditischen Linien ein: 


2 a 
(6) X(y) = 2, = 
und setzt gleich: 
(7) X (Juv) = Yur 
so ergibt Gl. (5) unmittelbar: 
(8) Yur % = 0 
1 
(9) ot ta = > Yur 
und man berechnet danach: 
. 1 7) 
(10) a, X,(f) = X(f) + 5 Y009%* be ge 
o 


= X(f) — greg 8 oF, 


wo beidemal X(f) bei festgehaltenen &, bzw. &° zu bilden ist. 

Die Kriimmung von ds* an der Stelle (x,) in der durch (¢”), (4” = 2,) 
festgelegten Flachenrichtung wird: 
Ky vee % "a, e° k,, 5" 3 


(Gur 2%) ue F28")—Guv Bu 8) (92, By ®) (Guy 8" E")— (90, 2,8") 





(11) 


2) Zur Riemannschen Metrik, Berichte der sichsischen Akademie der Wissen- 
schaften 73 (1921), S. 215. 
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wobei fiir den ,,spezialisierten“ Kriimmungstensor 





(12) kur = Kyova Xp Xo 

offenbar gilt: 

(13) bp = be | 
(14) kyr %, =0. 


Um nun die &,, in einfacher Weise durch die g,, auszudriicken, setze 


man in Gl. (4) speziell f= 2,é,, multipliziere mit z, und summiere iiber », 
wodurch sich ergibt: 


(15) a, X,(X,f) — xX, (Xp f) = kare". 
Nun wird aber einerseits: 
(16) X,(f)=(gee +3 tre) & 
daher: 
(17) a, X,(f)=f, 
und hieraus vermége X,,: 
Andererseits ergibt Gl.(10) bei Ersetzung von f durch X,(f): 
1 1 r) 
(19) 2, X,(X,f) = 5 1X (110) + Yue 59° va, pe] €*. 


Hiermit folgt aus Gl.(15) die gewiinschte Darstellung: 

; 1 
(20) —2ky, = XX(g,,)+ X(9,,) — 49°F X(9,,,) X(9p,)- 
Zieht man die aus den g,, und k,, gebildeten Matrizen G und K heran: 
(21) G = (gus); K=(k,,), 


so lassen sich die Gl. (20) unmittelbar in der einfachen Matrizenbeziehung 
zusammenfassen : 


(22) XX(@)+X(@)—5X(@)@~-'X(@)+2K=0. 
Zur Verdeutlichung ihres Inhaltes werde diese Relation insbesondere auf 
binare Differentialformen spezialisiert. 
Wegen GI. (5) kann hier gesetzt werden: 
2 oe 
G=G@°+aP, r=( > rigs * 


2 
—~ 2%, 


(23) 


g=|G\=|@°|+4f, f=g9,22+29%2,2,+9%,23, 





Tees 
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und, unter k die GauBsche Kriimmung verstanden, ist: 


(24) K=gkTI. 
Damit folgt ohne weiteres: 
1 
X(@)=4X(9)-P, : 
(25) rer= CT, 


XX(@)=4XX(g)-F, 


so daB alle Terme in Gl. (22) Vielfache der Matrix I” werden und also 
die Gleichung: 


(26) XX(9) + X(g) — 3, X(g)X(9) + 2f9k=0 
oder 
(27) XX(Vg) + X(Vg) + flok=0 


resultiert, d.i.der bekannte GauBsche Ausdruck der Kriimmung in geo- 
ditischen Koordinaten. 


Il. Formale Bestimmung des Linienelementes aus dem spezialisierten 
Kriimmungstensor. 


Da die Normalkoordinaten (2,) einer beliebigen linearen Substitution 
mit konstanten Koeffizienten unterworfen werden kénnen, darf unter der 
Voraussetzung |@°| =jg°?,| + 0 die Matrix @° als die Einheitsmatrix Z 
angenommen werden. Unter der weitern Voraussetzung analytischen 
Charakters der g,, an der Stelle (2° = 9) gilt gleiches auch von den k,,, 
und zwar beginnen die Entwicklungen von g,,—g), und k,, — wegen 
Gl. (5) und Gl. (12) — mit Gliedern mindestens zweiter Ordnung, daher die 
Entwicklungen der Matrizen G und K in der Form angesetzt werden kénnen: 


G=E-T, 
(28) fiw eo 
P=5 [3+ %st---> 
29 KuiKk ye 
(29) =) Bat gy Bares 


wo die Elemente der Matrizen [,, K, je ganze Formen der (z,) vom 
Grade « sind. 


Die Beziehung Gl. (22) nimmt hiernach die Form an: 


(30) XX(P)+X(P)+$.X(r)(B—ly' X(r)=2K. 
Mit Riicksicht auf: 
(31) X(l)=el, 


XX(Ta) + X(1u) = «(a + 1). 


Mathematische Annalen. 93 4 
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und die Frobeniussche Reihe: 
(32) (B—L) te B+ 4+ +P’ +... 


folgen aus Gl. (30) durch Vergleichung der Glieder gleichen Grades in (z,) 
sofort diejenigen Rekursionsformeln, welche die Matrizen I”, eindeutig durch 
die Matrizen K, bestimmen. 
Es geniigt zur Verdeutlichung die ersten derselben anzufiihren : 
K,= 8I,, 
K,= 6F,, 
K,=10°,+6l%, 
K, = 15T, + 15,0, +1501, 
K,= 211, +309, T,+ 9013+ 4513+ 30F,F,, 


(33) 


r,=+K,, 
r, =<. 
(34) P= joe — ee 
T, = 75 Bs — 7g(Ka Ka + Ky Ky), 
I, = 7K, — 4 (Ky K+ K,K,)-7 ei —ZE, 


eee oe eee eS aA ae ae Se Oe sh me Ss. ee 8 


Die Konvergenz der so gewonnenen Entwicklungen der g,, vorausgesetzt, 
erscheint das Linienelement ds* = g,,, dz, dx, aber auch wirklich auf Normal- 
koordinaten (z,) der Stelle (x? —0) bezogen, d. h. es gelten die hierfiir 
charakteristischen Identitaten Gl. (5). 

Multipliziert man namlich die mit Gl. (30) gleichbedeutenden Gl. (20 ) 
mit z, und summiert iiber v, so folgt: 


(35) X (Qu) = Ap Pr — Zkyr ty, 
wobei gesetzt ist: 

(36) Pu = X (Yuet) — Jur 2s 
‘ y 1 

(37) Ay = 3 9"* X (Gay): 


Da nun einerseits die gegebenen k,, jedenialls der Bedingung Gl. (14): 
k,, 2, =0 unterliegen (wie aus dem vorigen hervorgeht iibrigens auch 





Ne 
# 
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nur dieser) und andererseits die Entwicklungen der A; mit Gliedern min- 
destens zweiter Ordnung beginnen, ergibt Gl. (35) leicht, daB pm, = 0 und 
daher (g.. — 9°, ) > = 0 ist. 


uy 


Ill. Nachweis der Konvergenz der gefundenen Entwicklungen. 


Der Konvergenznachweis der erhaltenen Reihe fiir I" ist mittels der 
gewohnlichen Majorantenmethode auf Grund des Umstandes leicht zu 
fiihren, daB bei Einsetzen derselben in die Grundgleichung Gl. (30) alle 
Potenzprodukte der IX, wegen Gl. (31), (32) positive Zahlkoeffizienten 
erhalten. 

Stellt man daher neben die Grundgleichung: 


(30) XX(P)+X(P)=—5X(P)(B—-L)"*X(P)+2K 
die andere: 


(30°) XX(I*)+X(I*)=—+5X(I*)(B—L*)*X(I") + 2K", 


und liefert hier die Matrix K* bei Entwicklung nach (2,) eine Majorante 
der Reihe Gl. (29) fiir K (d.h. die Entwicklung jedes Elementes von K* 
eine Majorante der Entwicklung des gleichgestellten Elementes in K), so 
wird das in der friiheren Weise aus Gl. (30*) berechnete I"* dann ebenso 
bei Entwicklung nach (z,) eine Majorante der Reihe Gl. (28) fiir I’ liefern, 

Da nun die Entwicklungen der k,, mit Gliedern mindestens zweiter 


Ordnung beginnen, kann gewahlt werden: 
* Mz* 
(38) R={-2% M>0, «>0, 


r= 22,, 
wo H die Matrix, deren simtliche Elemente = 1 sind, bezeichnet, also: 
(39) H=(1), H’=nH 


ist. Die Bildung von J™ in der fritheren Weise liefert dann offenbar ein 
Resultat der Form: 
r*=yH, 
(40) 1 1 
Y= 5 et? + a2 +--- 


Setzt man nun direkt diese Ausdriicke von K* und I™ in Gl. (30) ein, 
und beachtet, daB: 
(E—I*)=E—yH, |E-—I*|=1—ny, 


(B—*)"*= B+, b, 


(41) 





4* 
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(42) X(y)=ay’, XX(y)=2*y"+27’ 
ist, so ergibt sich fiir y(z) die Differentialgleichung: 
(43) r+ 2 yuS e+e 

? z’ 2 I—ny, l—e2’ 


und es eriibrigt sonach nur die Sicherstellung der Konvergenz der durch 


die Methode der unbestimmten Koeffizienten eindeutig bestimmten formalen 


Lésung der Gestalt y=anetonet eae 
Diese ergibt sich aber einfach aus der Bemerkung, daB durch Weg- 


lassung des Gliedes zy in der Differentialgleichung einerseits die Ko- 


effizienten y,,7,,--. vergréBert werden, und andererseits die durch 
y(0)=y'(0)=0 bestimmte Lésung der so modifizierten Differential- 
gleichung sicher fiir z= 0 regular ist. 


Sei zum Schlu8 auch noch angemerkt, wie aus den die Normalkoordi- 
naten charakterisierenden Identitaten Gl. (5) fiir im Punkte (2? = 0) ana- 
lytische g,, auch unmittelbar die Darstellbarkeit von (g,,—gy,)d2z, a2, 
als quadratische Form der Verbindungsn (z,dz,—z,dz,) mit wieder im 
Punkte (xz? = 0) analytischen Koeffizienten folgt. 

Der Schlu8 von n —1 auf n erweist zunichst leicht: 


A. Gilt fiir n Potenzreihen f, in (z,) identisch: f,z,=—0, so kann 
gesetzt werden: 


(44) fy Yr = foo Xe Yo 
mit Potenzreihen f,, in (z,), fiir die: 
(44a) feo + foe = 0 
gilt. 


Hieraus aber kann wieder gefolgert werden: 


B. Gilt fiir n* Potenzreihen f,, in (x,) identisch: f,,2,=—0 und 
fu» = fe», 90 kann gesetzt werden: 


(45) fur Yu Yr = fuvea Lu Yr Lo Yo 
mit Potenzreihen f,,,.¢ in (z,), fiir die: 
(45a) fuvee + fonee = 0, furee + furae == () 
gilt. 

Es kann naémlich nach A. zunichst gesetzt werden: 
(46) fur Yr —= fuos Lo Yas 


(46a) fuee + frag = 9. 














Bestimmung des Linienelementes aus dem Kriimmungstensor. 


Wegen f,,=f,, ergibt sich dann aus Gl. (46): 


(47) (feue — ture) %e = 9, 

so daB wieder nach A. gesetzt werden kann 

(48) (fewe — uve) Yo = fuves Xe Yor 
(48a) fuveo t+ fuvag = 9. 


Da nun diese beiden Gleichungen auch bei Ersetzung von f,,,¢ durch 
3 (furee — fruoo) Tichtig bleiben miissen, kann iiberdies auch: 


(48b) fuves + frueo = 9 
angenommen werden. Nunmehr aber folgt die~ behauptete Darstellung: 
(49) furge fp Yr Xo Yo = (frue — ture) Tu Yr Yo 


= fone Lu yy Yo = fos Y Yo- 
Die Anwendung von B. auf f,,=g9,,— gy,» ergibt nun unmittelbar: 
(50) Jur dz, dz, — 92» dx, dz, + {avec Lu dz, Xo dz,. 


Leipzig, 5. April 1924. 


(Eingegangen am 9. 4. 1924.) 











Ober relative Bewegungsinvarianten. 
Von 


R. Weitzenbick in Amsterdam. 


Die Bestimmung voller Systeme von Bewegungs- und Umlegungs- 
inverianten gegebener n-arer Grundformen p-ten Grades ist fiir p > 2 eine 
recht miihsame Aufgabe. In der Elementargeometrie der Ebene (n = 3), 
und nur hier, l48t sich diese Bestimmung auf ein einfacheres Problem der 
projektiven Invariantentheorie zuriickfiihren, wenn man sich zuniachst auf 
(absolute und relative) Bewegungsinvarianten allein beschrankt. Aus einem 
vollen System von Bewegungsinvarianten lat sich dann ein volles System 
von Bewegungs- und Umlegungsinvarianten berechnen, was wir in folgen- 
dem auseinandersetzen. 


§ 1. 
Bewegungs- und Umlegungsinvarianten. 

Es seien z,, 2, x, die rechtwinklig-homogenen Koordinaten eines 
Punktes x der Euklidischen Ebene, so da8 fiir z,+0, d.h. fiir eigent- 
liche Punkte, X, = = und X, = > die rechtwinkligen Koordinaten von z 

3 
sind. Die Koeffizienten aj einer Linearform (a’x)=ajz, +a}, + a;2, sind 
die homogenen Koordinaten einer Geraden a’. Die uneigentliche Gerade 
sei mit 1’ bezeichnet, so daB also (i’x) = 0-2, + 0-2, + 1-2, wird. 

Die lineare Transformation 

©, = ¢,, 2, + C7, +a, 


(1a) Hy = Cy, FE, + Og%,+5%,, e=|e,|—4+1, 


= ws . 


stellt dann bei e=-+1 eine Bewegung, bei e = —1 eine Umlegung dar. 
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Aus der Forderung der absoluten Invarianz (a’ x) = (@’Z) ergibt sich 
die entsprechende Transformation der Linienkoordinaten: 


a; ei €,4; + C35 

(1b) Gig = €yq@; + Cy 
at , , , 
a, =a-a,+ b-a,+a;. 


Es sei nun eine Reihe von Punkten z, y,... und von Geraden 
a’,b’,... gegeben. Bleibt ein (nicht identisch verschwindendes) Polynom 
J (aj, ..., @f,...) der Koordinaten 2;, %, ..., a;, “fe bei den Trans- 
formationen (1) bis auf des Vorzeichen ungeandert, ist also identisch in 
allen Argumenten 


(2) J = J(%,..., A, ...) = LI (ay, ..., aj, ..-), 


dann heiBt J eine ,,Bewegungs- und Umlegungsinvariante*. Man kann dann 
beweisen*), daB ein Zeichenwechsel nur von Umlegungen bewirkt werden 
kann und daB sich alle Polynome J ganz und rational] aus den folgenden 
acht Typen aufbauen: 








a a a \af aj ay 
f,= |b; 0, b\==(a'b'e’), fy=|b, d, b,|—=(a'b'l’), 
le, @ ol 0 a 8 





(3) fe=(a’|b’) = a,b, +4,),, f,=(a'x)—afa, + ax, +ajz,, 


i= (U'2) = 2s, 


|e, % &% lay a, 0 
| , 
lo=|Ys Yo Ysi\=(xyz), f,=(a'|zy)=|a, 2 2%, 
|% 2, zy ¥, Ys Ys 





fe = (wy\et) = (yy, — 1, Yq) (Zgt, — Z,ty) + (25 Yq — Xa Yq) (Zt — Mgt). 

Mit diesem Satze ist auch vélliger Einblick in die Struktur der Be- 
wegungs- und Umlegungsinvarianten von beliebigen terniren Formen p-ten 
Grades F = (a’x)” = J ajy:... 2:22; ... gewonnen, da durch deren sym- 
bolische Darstellung ihre Invarianten durch die von Linearformen ausdriick- 
bar werden: (3) ist der Inhalt des sogenannten ersten Fundamentalsatzes 
(der symbolischen Methode) fiir Bewegungs- und Umlegungsinvarianten. 

Auch die ganzen rationalen Beziehungen zwischen den ganzen ratio- 
nalen Bewegungs- und Umlegungsinvarianten irgendwelcher Formen werden 
durch die symbolische Darstellung auf die von Linearformen zuriickgefiihrt. 
Diese letateren Beziehungen kénnen — das ist der Inhalt des zweiten 


*) E. Study, Leipz. Ber. 48 (1896), S. 649-664. Ferner meine ,,Invarianten- 
theorie“, Groningen (1923), S. 295. 
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Fundamentalsatzes — auf 34 Identitaten zwischen den Typen (3) reduziert 
werden. Beide Fundamentalsitze stammen von E. Study’). 
Ich habe*) als Beispiele fiir diese beiden Satze kleinste volle Systeme 


von Bewegungs- und Umlegungsinvarianten aufgestellt, erstens fiir die drei 
ternaéren Grundformen 


(4) F=(a’X)'=2ajy,X,X,, Fy=(w'X)=—TujX;, Fy=(2U')=— ZT aUj; 
zweitens fiir die Grundformen 
(5) F’=(aU')*=2a,.U;U;, Fy=(u’'X)=TufX;, Fy=(xU’) =F 2,Vj. 
Die Formen (4) geben, gleich Null gesetzt, wobei die groBen Buchstaben 
verinderliche Koordinaten bedeuten: eine Kurve zweiter Ordnung, eine 
Gerade und einen Punkt. Das zu diesen Grundformen gehérige System > 
enthalt 18 Invarianten und ist ein kleinstes volles System von Bewegungs- 
und Umlegungskomitanten einer Kurve zweiter Ordnung. 

Die Formen (5) geben geometrisch eine Kurve zweiter Klasse, eine 
Gerade und einen Punkt. Das zugehérige System 5” enthalt 17 Invarianten 


und diese bilden ein kleinstes volles System von Bewegungs- und Um- 
legungskomitanten einer Kurve zweiter Klasse. 


§ 2. 
Relative Bewegungsinvarianten. 


Eine Invariante J nennt man absolut, wenn J = J ist. Das in § 1 
Ausgefiihrte gilt dann fiir ganze, rationale, absolute Bewegungsinvarianten J, 
die gleichzeitig Umlegungsinvarianten sind. Bei n-aren Formen gibt es 
fiir n> 4 keine anderen als derartige absolute Bewegungsinvarianten J. 
Der Fall n= 3 hingegen bildet eine Ausnahme: hier sind auch relative 
Bewegungsinvarianten K méglich*), bei denen in K =~ K wohl |p| =1, 
aber nicht g = 1 ist. 

Bei diesen relativen Bewegungsinvarianten erfahren die beiden Funda- 
mentalsitze eine groBe Vereinfachung, indem sie formal mit den entspre- 
chenden Sitzen der Theorie der projektiven Invarianten zusammenfallen. 

Die Herleitung der Typen (3) beruht auf dem sog. ,,modifizierten“ 
ersten Fundamentalsatz"), der sich auf Bewegungs- und Umlegungsinvarian 
ten J bezieht, die nur die Koeffizienten a’, b’,... von Linearformen 


*) Vgl. die bei *) genannte Arbeit von E. Study und ferner R. Weitzenbéck, 
Wiener Ber. 122 (1913), 3. Mitt., S. 1577 — 1594. 

*) Diese Annalen 75 (1914), 8. 569—585, und betreffs der Formen (5): Wiener 
Ber. 182 (1923), 16. Mitt., S. 255-259. 

*) Vgl. die bei *) genannte Arbeit von E. Study, 8. 651. 

5) ,Invariantentheorie“, 8. 274. 
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(a’x), (b’x), ... allein enthalten (also keine mit den x kogredienten Reihen). 
Diesem Satze zufolge ist jede solche Invariante J aufzubauen aus den Typen: 


(6) f,=(a’b'c’), fy=(a bl’), f,=y(a'|d’). 

Beschranken wir uns auf Bewegungsinvarianten allein, so treten an 
Stelle von (6) die Typen: 
(7) ae (a’b’e’ )» &@= (a’p) =a; + ta;, Ie = (a’q) = a; — a3. 


Hierbei bedeuten p und gq die beiden ,,Kreispunkte“ mit den homogenen 
Koordinaten 1, +7, 0. Es ist dann: 


(8) (a’|a’) = aj” + a3* = (a’p) (a’q), 
(9) (a’|b’) = 5 [(a’p) (b’g) +(a’g) (0'p)], 
(10) (a’b'I') = 5[(a’p) (6'q) — (a’g) (b'p)]. 
Bei einer Bewegung (1b) oder bei 
@=—ajfcosa+ajsine, a4 =——ajsina+ajcos« 
haben wir: 
(11) Js =95°e**, Je=G'e**. 


Das Produkt (a’p)(b’q) ist absolute Bewegungsinvariante, fiir a’ + b’ 
aber nicht Umlegungsinvariante. Durch eine Umlegung werden (a’p) und 
(a’q) vertauscht. 

Der Ubergang zu Bewegungsinvarianten K, die auch Reihen z, y,... 
enthalten, kann nun auf der Basis (7) so durchgefiihrt werden, wie ich 
dies allgemein fiir Bewegungs- und Umlegungsinvarianten mit Verwendung 
von (n — 1)-faltigen Komplexsymbolen durchgefiihrt habe*). Man erhalt 
dann die folgenden acht Typen‘): 


g,=(a'b'c’), g,=(yz), g=(a'x), g=(lx), 

9,=(@'p), G9=(2'9) G,=(pry), %=(9zYy). 
Diese Typen zeigen, daB die Bestimmung eines vollen Systems von 
Bewegungsinvarianten von terniren Grundformen F formal identisch ist 
mit der Bestimmung eines vollen Systems von projektiven Invarianten 
dieser Grundformen F und der drei Linearformen (l’X), (pU’) und (qU’), 
wobei die Beziehungen (l’p) = (l'g) = 0 und (pgx) =— 2i(l’x) au be- 
riicksichtigen sind. Aus (12) folgt weiter, da8 hier auch der zweite Funda- 
mentalsatz sehr einfach wird; er gibt namlich die fiinf Identitaéten wie 


(12) 


*) ,Invariantentheorie*, S. 281 ff. 
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bei den projektiven Invarianten, bei denen man dann noch weitere Fille 


unterscheiden kann, wenn man die Reihen /, p und g hervorheben will. 


§ 3. 
Beispiel: Quadratische Formen. 


Als Beispiel fiir die Verwendung der Typen (12) gebe ich je ein 


kleinstes volles System S bzw. S’ von Bewegungsinvarianten fiir die Grund- 
formen (4) und (5). 


(13) 


Das System S enthailt 15 Komitanten und zwar: 


Vier Invarianten: (a’b’c’)’, (a'p)’, “4 (a’p)(a’q). 

Vier Kovarianten: (a’x)*, (a’x)(a’p), x)(a’q), (Ux). 

Vier Kontravarianten: (a’b’u’)*, (a’b’u S is} (b’q), (u'p), 
(u’q). 

Drei Zwischenformen: (a’b’u)(a’x)(b'p), (a’b’u’)(a’x) (b’g), 
(u’2). 


Man beweist hier durch Spezialisierung der Koeffizienten aj, leicht, 


da8 dies ein kleinstes System ist, d. h. daB keine dieser Komitanten ganz 
und rational durch die iibrigen ausdriickbar ist. 


Fiir die Grundformen (5) haben wir als kleinstes System 8" die fol- 


genden 24 Komitanten: 


(14) 


Fiinf Invarianten: (aBy)*, (aBp)*, («Bq)*, (Bp) («Bq), 
(at’)’. 

Neun Kovarianten: (U'zx), (apa)’, (aBx) (aBp), (aBx) (aBq), 
(axp)*, (axp)(axq), (axg)’, 
(axp)(al’), (axq)(al’). 

Sechs Kontravarianten: (u’p), (u'@), (au’)*, (ew) (al’), 
(aBp)(au’)(Bl’), («Bq)(«u’) (Bl’). 

Vier Zwischenformen: (u'r), (af2x)(au’)(fl’), io (au’), 
(axq) (au’). 


§ 4. 


Der Zusammenhang zwischen den Systemen S und =. 


Es sei (F) ein gegebenes System von ternaren Grundformen. Wir 


haben dann die Systeme 


SuK,,K,,....Kp wa Fed, Jy ..0d% 


zu unterscheiden. § ist ein volles System von (relativen und absoluten) 
Bewegungsinvarianten der Grundformen F, 2 ist ein volles System von 
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Bewegungs- und Umlegungsinvarianten der Grundformen F. Es entsteht 


dann die Frage: Wie kann man = aus S und umgekehrt S aus = be- 
kommen? 


Der Ubergang von = zu S ist ohne weiteres méglich. Jede Invariante J 
von = ist durch die Typen (3) dargestellt. Setzen wir dann 


(a’b'l) = 4 ((a’p) (6g) — (a’g) (bp), 


(15) 


(a’|xy)= 5 [(a’p) (gzy) +(a’q) (pxy)), 


(zy||zt) = B [(pxy) (zt) + (gxy) (pzt)], 


so zerfallt jedes J von = in Invarianten K und aus diesen hat man dann 
die unabhangigen auszuwihlen, 


Sei jetzt umgekehrt ein volles System 
(16) S= K,, K,,..., K, 


von Bewegungsinvarianten K gegeben. Jede Bewegungs- und Umlegungs- 
invariante J des gesuchten Systems = ist auch eine absolute Bewegungs- 
invariante, also ganz und rational durch die K,, K,,..., K, darstellbar: 


(17) J=G(K,, Ky... Ko) = 2 coy... KEEP. 
wo die c,,;... Zahlenkoeffizienten sind. 


Bei einer Umlegung x — z, z. B. bei der Spiegelung 


Z—-—%, %=%, %=2%,, 
gehen die K, von (16) iiber in K, und aus J wird nach (17): 
(18) J=G(K,,..., Ro) = Zeger. AUERP.... 


Ist nun erstens J eine absolute Umlegungsinvariante, dann haben wir 
J=J und also 


(19) J=5(I+9) =f Zeus... [KERP... + RE RE...]; 
ist zweitens J = — J, so wird: 
(20) J=g(J—S)—h Seq... (KEKE... — RE RGF...). 
Bei (19) ist J dargestellt durch die Bewegungs- und Umlegungs- 


invarianten 


(21) Io, %... = ERP...+ RU RP... 
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und dies ist bis auf einen Zahlenfaktor der Koeffizient des Potenzproduktes 
tf tg"... in dem Ausdrucke 


(22) s, =(t,K,+...+t,K,)"+(t,K+...+t,K,)"=U"+ 0", 
wo m=r,+r,-+... ist. Nun sind alle s, ganz und rational durch s, 
und s, ausdriickbar. Daher ist auch jedes J,,,,.. aus (21) ganz und 
rational durch diejenigen J,,,,.. darstellbar, wofiir r,+1r,+...<2, 
also = 1 oder = 2 ist. 

Bei (20) haben wir J dargestellt durch 


, 


(23) Jonty... = Kf EP... —EPREP... 


und dies ist wieder bis auf einen Zahlenfaktor der Koeffizient des Potenz- 


produktes #j't*... in 


o,, = (t,K, +... + tpK,)™ — (t,.R, +... + teh)” 
= U* — §* = (U— 0) (0°"*+...). 


Hier ist der letzte Faktor rechts symmetrisch in U und U, also durch 
s, und s, ganz und rational darstellbar. 

ZusammengefaBt gibt dies folgende Regel: 

Ist ein volles System (16) von Bewegungsinvarianten K gegeben, so 
findet man ein volles System 2 von Bewegungs- und Umlegungsinvarian- 
ten J auf folgende Weise: Erstens rechnet man jedes K, von S, das auch 
gleichzeitig eine absolute oder relative Umlegungsinvariante J, ist, zu 2. 
Zweitens nimmt man diejenigen absoluten Bewegungsinvarianten K,, (die 
also die Reihen p und gq gleichoft enthalten), die nicht gleichzeitig Um- 
legungsinvarianten sind, und bildet 


K,+K,=J, und K,—K,=4J,. 
Drittens nimmt man auf alle méglichen Arten zwei der Invarianten K,, 
etwa K,, und K,, (die auch identisch sein kénnen), bei denen K,, X,, 
gegeniiber Bewegungen absolut-invariant ist (wo also in K,,K,, p und g 
gleichoft vorkommen) und bildet dann 


K,, K,, + B,,,, =J,. 


SchlieBlich hat man aus allen so erhaltenen Invarianten J;, J,,, J, und J, 
die abhangigen auszuscheiden. 

Der Ubergang von S zu = kann die Anzahl der Komitanten sowohl 
verkleinern als auch vergréBern. So enthalten fiir die Grundformen (4) 
die Systeme S bzw. 2 15 bzw. 18 Komitanten; bei den Grundformen (5) 
haben S bzw. J 24 bzw. 17 Komitanten. 


(Eingegangen am 8. 2. 1924.) 














Uber die automorphen Funktionen mehrerer 
Verinderlicher. 
Von 


P. J. Myrberg in Helsingfors. 


Einleitung. 


1. Wie in der allgemeinen Funktionentheorie eine Uberfiihrung der 
im Falle einer Variablen geltenden Siatze auf mehrere Variable oft auf 
groBe Schwierigkeiten stéBt, so begegnet man auch im speziellen in der 
Theorie der automorphen Funktionen beim Aufstieg zu mehreren Ver- 
anderlichen in den ersten Anfiangen ganz neuen Verhiltnissen. So lehrt 
uns das Beispiel der Abelschen Funktionen, da8 fiir die Existenz der 
automorphen Funktionen wenigstens im gewéhnlichen Sinne die eigentliche 
Diskontinuitét der Gruppe im betreffenden Raume nicht. hinreichend ist. 
Es sind hier noch gewisse komplementire Bedingungen erforderlich, ném- 
lich die Riemannschen bilinearen Relationen zwischen den Perioden, Ferner 
ist es auch bekannt, da8 in gewissen Fallen wesentliche Singularitaten der 
automorphen Funktionen auch in solchen Bereichen mit Notwendigkeit 
auftreten, wo die Gruppen eigentlich diskontinuierlich sind’), 

2. Obgleich es hiernach nicht méglich scheint, eine Analogie mit dem 
Fall einer Variablen allgemein zu bewahren, so kann man wenigstens bei 
einer sehr ausgedehnten Klasse diskontinuierlicher Gruppen die Theorie 
der automorphen Funktionen, was die Existenz und die wesentlichen Singu- 
laritaten derselben betrifit, in véllig befriedigender Weise entwickeln, wenn 
man einen neuen Ausgangspunkt fiir die geometrisch-gruppentheoretischen 
Betrachtungen wahlt: Es sollen nicht einzelne Punkte, sondern raumliche 
Gebilde als Elemente bei der Ausfiihrung der Substitutionen der Gruppe 
dienen, was eine unmittelbare Folge davon ist, daB bei den Funktionen 
zweier und mehrerer Variablen die Niveaugebilde sowie die wesentlichen 


‘) Picard, Annales de l’Ecole Normale supérieure (3) 38 (1916), S. 363; Giraud, 
Legons sur les fonctions automorphes, Paris (1920), 8S. 43—45. 
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Singularitéten keine isolierten Punkte, sondern kontinuierliche Mannig- 
faltigkeiten sind. Diese neue Betrachtungsweise fiihrt zum erwiinschten 
Ziel bei einer allgemeinen Klasse von Cremonagruppen, die gewissen drei 
Bedingungen geniigen*). Diese Gruppen haben u. a. die wichtige Eigen- 
schaft, daB sie automorphe Funktionen mit festen wesentlichen Singulari- 
taten besitzen — ein Begriff, auf dessen genauere Definition spiter aus- 
fiihrlicher zuriickgekommen wird. 

Besonders in drei Hinsichten leistet unsere neue Methode mehr als 
die friiheren. Unter den Voraussetzungen, die man in den allgemeinen 
Theorien von Fubini*) und Giraud findet, spielen gewisse invariante 
Mannigfaltigkeiten eine fundamentale Rolle. Leider werden aber die frag- 
lichen Bedingungen nicht einmal in den niedersten Fillen stets erfiillt. 
Unsere Bedingungen setzen keine solchen Invarianten voraus: wir werden die 
Existenz automorpher Funktionen bei einer allgemeinen Klasse von Kolli- 
neationsgruppen nachweisen, deren Substitutionen hinsichtlich ihrer Koef- 
fizienten keinen anderen Bedingungen als Ungleichungen unterworfen sind. 

Unsere Betrachtungen fiihren ferner durch einfache geometrische 
Uberlegungen unmittelbar zur vollstandigen Auffindung des Existenzbereichs 
der automorphen Funktionen, indem derselbe von den Elementen der 
Gruppe in einfacher Weise abhingig ist. 

Vor allem sind aber unsere Entwicklungen von der analytischen 
Darstellung der automorphen Funktionen ganz unabhangig, was einen 
wesentlichen Fortschritt bedeutet, weil die nach Analogie der Poincaréschen 
Reihen gebildeten analytischen Ausdriicke, auf deren Anwendung alle bis- 
herigen Untersuchungen wesentlich beruhen, nicht zu allgemeinsten auto- 
morphen Funktionen fiihren kénnen. 

3. In vorliegender Arbeit werden wir uns auf Kollineationsgruppen 
und hauptsichlich auf den Fall zweier Veranderlicher beschrianken. Die 
allgemeinen Definitionen und Sitze des ersten Kapitels sollen jedoch fiir 
beliebig viele Verinderliche dargestellt werden. 

Die ersten Kapitel sind einer geometrischen Untersuchung der dis- 
kontinuierlichen Kollineationsgruppen gewidmet. In diesen Betrachtungen 
werden wir nur von den Elementen der projektivischen Geometrie Gebrauch 


*) Die Hauptziige dieser Theorie haben wir in unserem Vortrag: Uber die Sin- 
gularitdten der uutomorphen Funktionen mehrerer Verdnderlichen, gehalten auf dem 
V. skandinavischen MathematikerkongreB in Helsingfors im Jahre 1922, entwickelt. 
Vgl. auch die folgenden Arbeiten des Verfassers: Uber die automorphen Funktionen 
zweier Verdnderlichen, Acta mathematica 43 (1922), Zur Theorie der automorphen 
Funktionen beliebig vieler Verdnderlichen, Acta societatis scientiarum fennicae 50, 
Nr. 3 (1922). 

*) Fubini, Introduzione alla teoria dei gruppi discontinui e delle funzioni auto- 
morfe, Pisa 1908. 
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machen. Der funktionentheoretische Teil unserer Arbeit beginnt mit dem 
Kapitel V. Der Hauptzweck dieser Untersuchungen ist, in méglichst all- 
gemeinen Fallen die Existenz der automorphen Funktionen nachzuweisen 
und den Existenzbereich sowie die wesentlichen Singularitaéten dieser Funk- 
tionen zu studieren. 


A. Geometrisch-gruppentheoretischer Teil. 


{. Allgemeines iiber lineare Substitutionen beliebig vieler 
Veranderlicher. 
4. Es sei 


(1) x= bt Tae | 
Oyen My Fg gg Mates FOr Tet nea ts 


+ Megha t-.s + Oye taass 





(f= 1,2,...,”) 


eine lineare Substitution mit beliebigen reellen oder komplexen Koeffizienten, 
deren Determinante von Null verschieden ist. Wir fassen die komplexen 
Variablen z,,2,,..., 2, als Cartesische Koordinaten in einem 2n-dimen- 
sionalen Raume R, und wir kénnen dann (1) als eine Kollineation von R, 
in sich interpretieren. 

Es sei nun irgendeine unendliche Folge (8) der linearen Substitu- 
tionen (1) gegeben. Man sagt, daB diese Folge eine infinitesimale Substitu- 
tion enthalt, wenn es fiir jede beliebig kleine positive Zahl e eine Substitu- 
tion von (§) gibt, deren Koeffizienten den Ungleichungen 


on aa" a 
t+j 


geniigen, ohne da allgemein a, ;,;—1,a, ,=0 ist. Diese Definition ist 


’ J 


offenbar fquivalent mit der anderen geometrischen Definition, daB die 
Ungleichungen 


(2) las—U<e, layi<e ( 


(2)’ |\ag— | <e (¢=1,2,..., 2) 
in einem beliebig gegebenen endlichen Bereich von R, gelten, ohne daB 
dentisch 2j= 2, ist. 

An die zweite Definition der infinitesimalen Substitution kniipft sich 
der folgende 

Satz.1. Jede Substitution (1), die n-+-2 Punkte, von denen keine 
n-+1 in einer Hyperebene 
(3) C,%, +6,2%, +... +627, +6¢,4,=0 
liegen, infinitesimal verschiebt, ist infinitesimal. 

Genauer: wenn es eine Substitution der unendlichen Folge (8) gibt, 
durch welche die gegebenen n -+- 2 Punkte Lagenverinderungen erleiden, 
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die den Bedingungen (2)’ bei beliebig kleinem gegebenem Wert von « ge- 
niigen, so enthalt (S) eine infinitesimale Substitution. 

Einen Beweis fiir den obigen Satz gewinnt man unmittelbar, wenn 
man im Raume R,, das Mébiussche Netz konstruiert, welches die gegebenen 
n -+- 2 Punkte als Hauptpunkte hat. 

5. Es sei nun J" eine Gruppe linearer Substitutionen (1), die keine 
infinitesimalen Substitutionen enthalt. Dann gilt der 

Satz 2. Aus jeder unendlichen Folge (S) der Substitutionen von I 
lapt sich eine Teilfolge (S) derart auswahlen, daf die Transformierten 
gewisser Punkte 


eS 


nt+1? 
die nicht in einer Hyperebene (3) liegen, vermittels (S) nach den Punkten 
(4) My > Ags +++> Mia 


einer und derselben Hyperebene konvergieren. 


Es seien P,, P,,...,P,,, m+ 2 beliebige Punkte, von denen keine 
n-+1 einer und derselben Hyperebene angehéren, und es seien resp. 


7,, %y.-++;%,49 die Haufungspunkte ihrer Transformierten vermittels der 
Substitutionen 

(5) 8,, &,, 8,,.-- 

einer in (8) enthaltenden Teilfolge (S). Wir nehmen umgekehrt an, es seien 
keine n +- 1 unter den Punkten 2, (i = 1, 2, ..., m+ 2) in einer Hyperebene 
gelegen. Dann wiirden die resp. in der Nahe der Punkte 2, gelegenen 
Transformierten S, (P,) der Punkte P, (¢ =1,2,...,m-+ 2) vermittels 
der Substitution 

(6) Si" Seas 


Verschiebungen erleiden, die bei unbegrenzt wachsendem k unendlich klein 
wiirden. Nach dem Satz 1 wiirde die Folge der Substitutionen (6) 
(k—=1,2,...) von I eine infinitesimale Substitution enthalten, was der 
Annahme widerspricht. Der obige Satz ist damit bewiesen. Zugleich hat 
sich ergeben, daB unter n+ 2 beliebigen Punkten stets ein den auf- 
gestellten Bedingungen geniigendes System von n + 1 Punkten gefunden 
werden kann. 

6. Wir wollen nun insbesondere den Fall hervorheben, wo die Haufungs- 
punkte (4) bei einer geeigneten Wahl der Anfangspunkte mit einem und 
demselben Punkt 2 zusammenfallen. Wenn diese Eigenschaft jeder in (8) 
enthaltenen Teilfolge (S) zukommt, werden wir (S) eine Folge erster Art 
nennen und fiir alle anderen Folgen die Benennung Folge zweiter Art 
anwenden. Die Folgen erster Art besitzen eine ausgezeichnete Eigen- 
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schaft, dic bei den Folgen zweiter Art nicht existiert und die wir als 
,Invarianz der Haufungspunkte“ bezeichnen kénnten. Diese Eigenschaft 
wird durch folgende zwei Siatze ausgedriickt, auf deren Beweis wir spater 
zuriickkommen werden. 


Satz 3. Aus jeder Folge erster Art laBt sich eine Teilfolge (0) der- 
art auswahlen, daB die Transformierten der Punkte jeder abgeschlossenen 
Menge, dée Lzinen Punkt einer gewissen Hyperebene i’ enthalt, gleichmapig 
nach einem und demselben Punkt x konvergieren. 

Satz 4. Bet Ausfiihrung der inversen Substitutionen der Folge (co) 
hdujfen sich die Transformierten jeder abgeschlossenen Punktmenge, die 
den Punkt x nicht enthdlt, gleichmaBig nach der Hyperebene i’; oder 
m.a@. W.: es gibt in jedem abgeschlossenen Bereich, der keinen Punkt der 
Hyperebene i’ enthdali, Punkte nur endlich vieler Transformierter der ge- 
gebenen Punktmenge. 

Wie leicht einzusehen ist, ist der eine der obigen Satze eine unmittel- 
bare Folge des anderen. 

Auf jede Folge (oc) obiger Art werden wir im folgenden die Be- 
nennung Normalfolge erster Art anwenden. Der Punkt a und die Hyper- 
ebene 4’ sind ihre Elemente. Wenn auch die inversen Substitutionen 
von (oc) eine Normalfolge erster Art mit den Elementen x’ und 4 bilden, 
werden wie (c) als eine wmkehrbar normale Folge erster Art und a, 2’, A, A’ 
als ihre Elemente bezeichnen. Aus dem Obigen geht hervor, daB a auf 4 
und x’ auf 4’ gelegen ist. 


7. Die oben angegebene Teilung der Substitutionen fiihrt zu einer 
entsprechenden Klassifizierung der Gruppen ohne infinitesimale Substitu- 
tionen. 

Wir fassen in der ersten Klasse die Gesamtheit der Gruppen I 
zusammen, deren Substitutionen nur Folgen erster Art bilden. Gibt es 
eine einzige Folge zweiter Art, so rechnen wir die Gruppe zur zweiten 
Klasse. Die Gruppen erster Klasse sind dann durch die folgende Eigen- 
schaft charakterisiert, die wir als die erste Bedingung fiir die im folgenden 
untersuchten Gruppen aufstellen. 

I. Aus jeder unendlichen Folge der Substitutionen von I laBt sich 
eine Teilfolge (S) derart auswdahlen, daB es n-+-1 nicht in einer Hyper- 
ebene liegende Punkte gibt, deren Transformierte vermittels (S) gegen 
einen und denselben Punkt konvergieren. 

Wir bezeichnen mit (m) die abgeschlossene Menge der Punkte z und 
mit (M) die abgeschlossene Menge der Hyperebenen 4 samtlicher Normal- 
folgen von I’. Die Punkte von (m) werden wir die Hauptgrenzpunkte, 
die Hyperebenen von(M) die Hauptgrenzgebilde (bzw. -hyperebenen) der 

5 
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Gruppe I" nennen, zum Unterschied von speziellen Grenzpunkten bzw. Ge- 
bilden, die auftreten kénnen, wenn die Anfangspunkte oder Gebilde 
speziellen Bedingungen geniigen. 

8. Es sind neue Bedingungen erforderlich, um funktionentheoretisch 
brauchbare Gruppen zu erhalten. Im Falle einer Variablen ist es zur 
Existenz automorpher Funktionen notwendig und hinreichend, daB die 
Gruppe in der komplexen Ebene eigentlich diskontinuierlich ist, was damit 
gleichbedeutend ist, daB die Punkte (m) nicht iiberall dicht in der kom- 
plexen Ebene liegen. Bei den Funktionen zweier und mehrerer Verander- 
licher ist dies nicht der Fall. Es sind nimlich die Hauptgrenzhyperebenen ( M), 
die im Falle mehrerer Variablen in gewisser Hinsicht eine analoge Rolle 
spielen, wie die Punkte (m) im Fall einer Variablen. 


Es ist kaum méglich, ein einfaches, fiir alle Fille brauchbares Kri- 
terium fiir die Existenz automorpher Funktionen aufzustellen. Man gelangt 
jedoch zu einer sehr ausgedehnten Klasse von Kollineationsgruppen, fiir 
welche die Analogie mit dem Fall einer Variablen bewahrt werden kann, 
wenn man die folgenden zwei neuen Bedingungen annimmt: 


Il. Es gibt Hyperebenen im Raume R,, die keinen Hauptgrenzpunkt 
enthalten. 


III. Zs gibt Punkte im Raume R,, die keiner Hauptgrenzhyperebene 
angehoren. 

Die obigen drei Bedingungen werden im folgenden kurz Bedingungen (A ) 
genannt werden. Diese Bedingungen bewahren allen projektiven Trans- 
formationen gegeniiber ihre Giiltigkeit. Betreffs der Kollineationen ist dies 
ohne weiteres klar. Da®B auch jede Korrelation ihre Giiltigkeit bewahrt, 
folgt daraus, daB die Satze 3 und 4, die mit der ersten Bedingung aqui- 
valent sind, korrelativ einander zugeordnet sind und daB die zweite und 
die dritte Bedingung einander korrelativ entsprechen. 


Aus dem Vorhergehenden ergibt sich ferner, daB die Hauptgrenzpunkte 
und die Hauptgrenzgebilde einander korrelativ entsprechen. Simtliche 
Punkte von (m) sind auf den Hyperebenen von ( M) gelegen. Die Gruppe ist 
eigentlich diskontinuierlich in den auBerhalb der Punkte (m) gelegenen 
Teilen des Raumes R,. Jeder zusammenhingende Teil dieser Riume 
macht im Falle einer Variablen den Existenzbereich fiir eine Klasse auto- 
morpher Funktionen aus, wobei die Punkte (m) die Rolle der wesentlichen 
Singularitiéten spielen. Es wird sich zeigen, daB im Falle zweier und 
mehrerer Veranderlicher die Hyperebenen (M) und der von ihnen be- 
grenzte, aus einem oder mehreren zusammenhingenden Teilen bestehende 
Bereich B eine entsprechende funktionentheoretische Bedeutung haben 
werden. 
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IL. Lineare Substitutionen einer Variablen. 


$1. 
Allgemeines. 


9. Im Falle einer Variablen hat die lineare Substitution (1) die 

Form 

,_ &e+ B 

~ yet+d° 
Der Raum R, besteht aus der komplexen z-Ebene, die linearen 
Mannigfaltigkeiten (3) reduzieren sich auf Punkte. 

Es gibt im Falle »=1 keine Substitutionsfolgen zweiter Art und 
somit keine Gruppen zweiter Klasse. Die Gruppen erster Klasse sind 
identisch mit den Gruppen ohne infinitesimale Substitutionen. Die erste 
Bedingung (A) lautet im vorliegenden Falle: Aus jeder unendlichen Sub- 
stitutionsfolge der Gruppe I laft sich eine Teilfolge (8) derart auswahlen, 
daB es zwei Punkte gibt, deren Transformierte vermittels (8) gegen einen 
und denselben Grenzpunkt konvérgieren. 

Den Sitzen 3, 4 entspricht hier der 


Satz 5. Aus jeder unendlichen Folge der Substitutionen von I’ lapt 
sich eine Teilfolge (0) derart auswdhlen, daB die vermittels (o) trans- 
formierten Punkte in jeder abgeschlossenen Menge, die einen gewissen 
Punkt x’ nicht enthdlt, gleichmafig nach einem und demselben Punkt x 
konvergieren. 

Ferner haiufen sich die Transformierten der Punkte vermittele der 
inversen Substitutionen vor (a) in jeder abgeschlossenen, den Punkt x nicht 
enthaltenden Menge gleichmaBig nach dem Punkte x’. 

Es sei irgendeine unendliche Folge der Substitutionen von I gegeben. 
Ferner seien 


(8) P,Q, 


irgend drei Punkte der z-Ebene. Indem wir die gegebene Folge durch 
eine geeignete Teilfolge 


(7) 





(8): B., &, By, -..- 

ersetzen, kénnen wir erreichen, daB erstens die Punkte 
(9) 8,(P)=P,, 8(Q)=@, S8(R)=R, 
bestimmte Haufungspunkte 


(10) 


Pos Qe: R, 
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besitzen werden, und zweitens, da8 die Punkte 
(11) T.,=8,*(T), 


wo T irgendein von den Punkten (10) verschiedener Punkt ist, nach einem 
bestimmten Grenzpunkt 2’ konvergieren. Nach Satz 2 fallen zwei der 
Punkte (10) miteinander zusammen: es sei etwa Rg = Q,—=—a2. Ferner 
kann man offenbar stets die Punkte (8) so wahlen, daB 2x’ von ihnen ver- 
schieden ist. 


Nun ist wegen der Invarianz des Doppelverhiltnisses 


(12) (P,, Q,, R,, T) = (P, Q, R, T_,). 

Wegen 

(13) liimQ,=limR,=a, limT_,=2'; T+2, Q+2', R27’ 
folgt hieraus 

(14) lim P, =a 


gleichmaBig fiir die Punkte P einer beliebigen abgeschlossenen Menge, die 
den Punkt x’ nicht enthilt. 


Die Richtigkeit des zweiten Teiles unseres Satzes wird nachher ohne 
Miihe konstatiert. 


Die Folge (o) ist eine umkehrbar normale Folge, die Punkte 2 und a’ 
sind ihre Elemente. 


Bevor wir weiter gehen, wollen wir den Fall der zyklischen Gruppen 
naher behandeln. . 


§ 2. 
Zyklische Gruppen. 


10. Wir denken uns die lineare Substitution (7) in einer kanonischen 
Form 


(15) z’=kz, bew. z’=2z+a 
dargestellt. 


Die von einer elliptischen Substitution (| k| = 1) erzeugte Gruppe ist 
entweder endlich oder sie enthalt eine infinitesimale Substitution. 


Bei den iibrigen zyklischen Gruppen ist unsere erste Bedingung stets 
erfiillt. Wie aus (15) unmittelbar hervorgeht, sind im Falle einer loxo- 
dromischen ( bzw. hyperbolischen ) Substitution (| &| + 1) die Punkte 2 und 2’ 
mit den Punkten z= 0 und x=oo identisch, wahrend im Falle einer 
parabolischen Substitution (7’=2+a) 2=2'=oo ist. 
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§ 3. 
Bestimmung der Hauptgrenzpunkte. 

11. Zur Bestimmung der Hauptgrenzpunkte beweisen wir den 

Satz 6. Jede unendliche Gruppe linearer Substitutionen (7), die 
keine infinitesimale Substitution enthdlt, besitzt nichtelliptische, d. h. loxo- 
dromische (hyperbolische) oder parabolische Substitutionen. Die erst- 
genannten Substitutionen kénnen nur dann fehlen, wenn die Substitutionen 
der Gruppe einen gemeinsamen invarianten Punkt besttzen. 

Es sei (o) eine Normalfolge von I’, deren Elemente a und 2’ von- 
einander verschieden sind und deren Substitutionen 


(16) i ee 


seien. Es sei D irgendein den Punkt 2 enthaltender Bereich, der den 
Punkt z’ nicht enthalt. Weil nach dem Satz 5 lim S,(P) =. gleichmabig 


in D ist, wird der Bildbereich von D vermittels S, fiir hinreichend groBes » 
in vorgeschriebener Umgebung von 2 innerhalb D liegen, und dasselbe 
gilt dann betreffis der Gesamtheit der Transformierten von D vermittels 
der positiven Potenzen von S,. Offenbar kann S, nicht eine elliptische 
Substitution sein. Analoges gilt fiir die Substitutionen S,* der inversen 
Folge, wobei die Rolle der Punkte a und x’ zu vertauschen ist. Aus § 2 
kann daraus der SchluB gezogen werden, daB S, bei hinreichend groBem » 
loxodromisch (hyperbolisch) ist. 

12. Es bleibt daher nur der Fall iibrig, wo 2 = a2’ fiir jede Folge 
der Gruppe ist. Wir behaupten, daB a dann ein fiir jede Substitution der 
Gruppe invarianter Punkt ist. 

Ware in der Tat eine Substitution S, vorhanden, fiir welche S, (2) + 2 
wire, so hatte man fiir die Folge =, = 8, Sy (vy = 1, 2,...) im allgemeinen 
lim 2,(P) =limS,(8,(P)) = S8o(x)+2, 

lim 27 *(P) = lim 8 * (So *(P)) =limS,*(P) =2, 
was gegen die obige Annahme ist. Somit ist 2 ein invarianter Punkt der 
Gruppe. Wir kénnen vermége einer linearen Transformation erreichen, 
daB x= co wird. Dadurch geht I" in eine affine Gruppe iiber. 


Wir behaupten, daB in jeder diskontinuierlichen Gruppe affiner Sub- 
stitutionen 


(17) 


(18) 2’=ar+f8 


im allgemeinen parabolische Substitutionen vorhanden sind. 
Es seien 


S,T 








70 P. J. Myrberg. 


irgend zwei Substitutionen der Gruppe. Wir bilden die Substitution 
(19) "oer". 
die offenbar von der Form 

z’=2+a 
ist. Wenn a+0, so haben wir in (19) eine parabolische Substitution. 
Ist dagegen a == 0, so ist 

ST=TS8. 


Dies ist nur dadurch méglich, da8 auch die zweiten Fixpunkte von S und T 
susammenfallen. Es sei nimlich der zweite Fixpunkt von S. Dann ist 
S8(T(é))= T(8(&)) = T(6), 
d.h.der Punkt 7'(&) ist ein Fixpunkt von S. Somit muB 7(£) = é sein, 

wie behauptet wurde. 

Wir haben also noch den Fall zu betrachten, wo simtliche Substi- 
tutionen der affinen Gruppe zwei gemeinsame Fixpunkte besitzen. Wir 
wahlen als diese Punkte die Punkte x =(0,co und wir haben dann fiir 
die Substitutionen den gemeinsamen Ausdruck 


(20) 2’ = ax. 


Jede unendliche Gruppe der Substitutionen (20), die keine infinitesimale 
Substitution enthalt, hat ersichtlich loxodromische oder hyperbolische 
Substitutionen. 

Der oben ausgesprochene Satz ist damit bewiesen. Zugleich enthilt 
das Obige den Beweis des folgenden Satzes: 

Satz 7. Die Menge (m) besteht aus der Gesamtheit der Fixpunkte 
nichtelliptischer Substitutionen und ihren Haufungspunkten. 


§ 4. 
Die eigentlich diskontinuierlichen Gruppen. 


13. Im Falle einer Variablen fallen die zweite und die dritte der 
Bedingungen (A) zusammen, indem die Menge der Hauptgrenzpunkte (m) 
und diejenige der Hauptgrenzgebilde (M) miteinander identisch sind. 

Die fraglichen Bedingungen lauten folgendermaBen: 

Die Punkte (m) sollen nicht iiberall dicht in der komplexen Ebene 
liegen. 

Diese Bedingung ist aquivalent mit der eigentlichen Diskontinuitat 
der Gruppe. 

Es sei in der Tet D irgendein Bereich der x-Ebene, der keinen 
Hauptgrenzpunkt im Innern oder auf der Berandung hat. Unter den 
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transformierten Bereichen von D kénnen nur endlich viele mit D ge- 
meinsame Punkte haben. Denn andernfalls hatten die genannten Bereiche 
einen Haufungspunkt im Bereich D, der ein Haufungselement einer Nor- 
malfolge und somit ein Punkt von (m) wire, was der Annahme wider- 
spricht. Man kann aber dann ersichtlich einen Teilbereich von D finden 
derart, da8 seine Transformierten nirgends miteinander kollidieren. 


Damit ist bewiesen, daB jede der zweiten (== dritten) Bedingung ge- 
niigende Gruppe in der z-Ebene auBerhalb der Punkte der abgeschlossenen 
Menge (m) eigentlich diskontinuierlich ist. 

Umgekehrt ist ohne weiteres klar, daB jede eigentliche diskontinuier- 
liche Gruppe der Substitutionen (7) unseren Bedingungen (A) geniigt. 

14. Wir betrachten den Fall der reellen Substitutionen naher. 


Man findet leicht, daB die Fixpunkte samtlicher nichtelliptischer 
Substitutionen (7) mit reellen Koeffizienten auf der reellen Achse gelegen 
sind, Nach dem Satz 7 kénnen wir daraus schlieBen, daB jede Gruppe 
reeller Substitutionen (7), die keine infinitesimale Substitution enthalt, in 
der x-Ebene auBerhalb der reellen Achse eigentlich diskontinuierlich ist. 
Die Hauptgrenzpunkte sind simtlich auf der reellen Achse gelegen. 


15. Dagegen ist im Falle komplexer Koeffizienten in (7) das Fehlen 
infinitesimaler Substitutionen zur eigentlichen Diskontinuitét nicht mehr 
hinreichend. Das einfachste Beispiel von Gruppen, die wohl der ersten, 
nicht aber der zweiten Bedingung (A) geniigen, haben wir in der Picardschen 
Gruppe, d. h. der Gruppe aller Substitutionen (7) mit ganzzahligen kom- 
plexen Koeffizienten des Kérpers (1, ¢). 


Im Falle einer Variablen driicken die Bedingungen (A) die not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz der automorphen 
Funktionen aus. Bei jeder in der x-Ebene eigentlich diskontinuierlichen 
Gruppe sind in der Tat die Poincaréschen Reihen unter gewissen all- 
gemeinen Bedingungen absolut konvergent, und mit ihrer Hilfe gelangt 
man in bekannter Weise zu den automorphen Funktionen. 


IIL Lineare Substitutionen zweier Variablen. 


16. Im Falle zweier Veranderlicher werden wir unserer Kollineation (1) 
die Form 


(21) oe — methytn 1 %t+hy +r 
a,2+p,y+75’ «2+ p,y+7, 


geben. 


Es sind im Falle zweier und mehrerer Variablen Folgen sowohl der 
ersten als der zweiten Art vorhanden, und dementsprechend gibt es 
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Gruppen beider Klassen. In den folgenden Untersuchungen werden wir 
nur bei den Folgen erster Art und bei den Gruppen erster Klasse aus- 
fiihrlicher verweilen. 


§ 1. 
Folgen erster Art. 


17. Nach der Definition in Nr. 5 gibt es bei jeder Folge erster Art 
im Falle zweier Variablen drei nicht in einer Geraden liegende Punkte 


(22) P» Fes Fes 


deren Transformierte vermittels der Substitutionen der gegebenen Folge 
oder einer Teilfolge derselben nach einem und demselben Punkt 2 kon- 
vergieren. 

Im Falle zweier Variablen lauten die Sitze 3 und 4 folgendermaBen: 


Satz 8. Aus jeder Folge erster Art kann eine Folge (c) derart aus- 
gewahit werden, dap die Transformierten der Punkte jeder abgeschlossenen 
Punkimenge, die keinen Punkt einer gewissen Geraden 2’ enthilt, gleich- 
mapig nach einem und demselben Punkt x konvergieren; daB ferner die 
Transformierten irgendeiner abgeschlossenen Punktmenge, die den Punkt x 
nicht enthdlt, vermittels der inversen Substitutionen von (a) sich gleich- 
mapig nach der Geraden i’ héufen. 

Bevor wir zum Beweis der obigen Sitze iibergehen, wollen wir einige 
Bemerkungen vorausschicken. 

Es sei L eine Gerade und P, Q ihre zwei Punkte. Es sei ferner (8) 
irgendeine Folge linearer Substitutionen, und es mégen die Transformierten 
von P und Q vermittels (S) einen und denselben Haufungspunkt 2 besitzen. 
Dann 1a8t sich von (8) eine Teilfolge (S) derart auswahlen, daB die 
Punkte jeder auf L gelegenen abgeschlossenen Menge, die einen gewissen 
Punkt 2’ nicht enthalt, gleichmaBig nach dem Punkt 2 konvergieren. 
Dieses Resultat ergibt sich naimlich unmittelbar aus dem fiir den Fall 
einer Variablen bewiesenen Satz 5, wenn man die Punkte und ihre Trans- 
formierten auf verschiedenen Tragern wiht. 

Es sei allgemein S, die »-te Substitution von (S) und L, = S,(L). 
Wir entfernen von ZL, den zu einer gewissen kleinen Umgebung des 
Punktes a gehérigen Teil, und wir iiben auf den Rest von L, die inverse 
Substitution von S, aus. Wir erhalten dadurch eine unendliche Anzahl 
auf ZL liegender Bereiche, deren Punkte bei unbegrenzt wachsendem » 
gleichmaBig nach dem Punkt 2’ konvergieren, wie aus dem zweiten Teil 
des Satzes 5 hervorgeht. 

Wir sagen kurz, daB die Folge (S) auf der Gerade LZ normal ist, 
und es sind a und 2’ ihre zu L gehérigen Elemente. 
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18. Indem wir zum Beweis des obigen Satzes zuriickkehren, bemerken 
wir zunachst, daB wegen der Definition der Folgen erster Art und nach 
dem obigen Resultate eine Teilfolge (o) der gegebenen Folge existiert, die 
auf den drei Seiten L,, L, und L, des Dreiecks mit den Eckpunkten (22) 
normal ist. Es seien allgemein x, xj die zu L; gehérigen Elemente von (c). 
Weil die Punkte 2{, 2; und xj auf verschiedenen Seiten eines Dreiecks 
liegen, kénnen sie nicht alle drei zusammenfallen. Ist z. B. 2{ + 23, so 
ziehen wir durch xj und 2; eine Gerade, die wir mit 4’ bezeichnen. 

Es sei nun D eine beliebige abgeschlossene Punktmenge, die den 
Punkt 2 nicht enthalt. Wir denken uns ferner um den Punkt 2 einen 
kleinen Bereich +t beschrieben. Wenn dieser Bereich geniigend klein ist, 
wird es offenbar méglich, durch einen beliebigen Punkt P von D eine Ge- 
rade LZ zu ziehen, die ganz auBerhalb des Bereichs + verlaufen wird. 

Es seien nun Q, und Q, die Schnittpunkte der Geraden L mit den 
Transformierten 


(23) S,(L,), 8S,(L2) 
der Geraden L, und L, vermittels der »-ten» Substitution der Folge 
(9) B., By, 8, ... - 


Weil diese Punkte auBerhalb des Bereichs rt liegen, welcher das zu L, 
und L, gehérige Element 2 der Folge (c) im Innern enthilt, so werden 
die Transformierten der fraglichen Punkte Q, und Q, vermittels S;* bei 
unbegrenzt wachsendem » resp. nach den Punkten 2; und 2; und somit 
die Transformierten der Geraden L vermittels der nimlichen Substitutionen 
nach der Geraden 2’ konvergieren. 

Das Obige zeigt, daB die Transformierten des Punktes P vermittels 
der inversen Substitutionen der Folge (¢) sich nach der Geraden i’ haufen, 
und zwar ist diese Haufung gleichmaBig fiir die Punkte von D. Dies 
war der Inhalt des letzten Teiles des obigen Satzes. Der Beweis des 
ersten Teiles des Satzes laBt sich mit wenigen Worten erledigen. 


Es sei naimlich jetzt D eine abgeschlossene Punktmenge, die keinen 
Punkt der Geraden 4’ enthilt; und es sei P eine Hiufungsstelle der Trans- 
formierten von D vermittels (o). Ware P nicht mit dem Punkt z iden- 
tisch, so kénnten wir um den Punkt P einen Bereich + derart konstruieren, 
daB die Punkte ihrer Transformierten vermittels der Substitutionen S;* 
gleichmaBig nach der Geraden 4’ konvergieren wiirden. Weil nun der 
Bereich t Punkte der transformierten Mengen S,(D) fiir beliebig groBes » 
enthalt, miiBte die abgeschlossene Punktmenge D Punkte auf 2’ besitzen, 
was gegen die Annahme ist. Damit ist auch der erste Teil des Satzes 8 
bewiesen. 
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Die Folge (oc) ist eine Normalfoige erster Art mit den Elementen a 
und 4’. Aus dem obigen Beweis geht hervor, daB eine Folge eine Normal- 
folge erster Art ist, sobald sie auf drei Geraden normal ist. 

19. Wir wollen zum Abschlu8 noch einen Satz aufstellen, der durch 
eine Spezialisierung des zweiten Teiles des Satzes 5 fiir den Fall einer 
algebraischen Kurve erhalten wird. 


Satz 8’. Die Transformierten einer beliebigen, den Punkt x nicht ent- 
haltenden algebraischen Kurve p-ter Ordnung vermitiels der inversen Sub- 
stitutionen der Normalfolge (o) haben als Héufungsgebilde die p-fach ge- 
2thlte Gerade i’. 

Dieser Satz wird uns bei unseren funktionentheoretischen Betrachtungen 
wichtige Dienste leisten. 


§ 2. 
Folgen zweiter Art. 


20. Wir werden die Folgen zweiter Art nur in aller Kiirze be- 
handeln. Ihre wichtigsten Eigenschaften werden durch den folgenden Satz 
ausgedriickt. 


Satz 9. Aus jeder Folge zweiter Art laBt sich eine Teilfolge o aus- 
wahlen, fiir welche die Transformierten verschiedener Punkte auf allen 
nicht zu einem gewissen Biischel x' gehdrigen Geraden nach verschiedenen 
Punkten einer gewissen Geraden i konvergieren. Ferner hdufen sich die 
verschiedenen Geraden jedes Biischels, dessen Mittelpunkt nicht auf der 
Geraden i liegt, bei Ausfiihrung der inversen Substitutionen nach verschie- 
denen Geraden des Biischels x’. 


Es seien 
(24) Ly, Lys Dy 


irgend drei Geraden, die nicht durch einen Punkt gehen. Von der gegebenen 
Folge zweiter Art (S) lat sich dann eine Teilfolge auswahlen, fiir welche 
die Transformierten der verschiedenen Punkte wenigstens auf einer der 
Geraden (24) nach verschiedenen Punkten konvergieren. Andernfalls kénnte 
man namlich aus jeder unendlichen Folge der Substitutionen von (8) eine 
Teilfolge bilden, die auf den drei Geraden (24) normal wire; die Folge (8) 
wire aber dann nach Nr. 19 eine Folge. erster Art, was der Annahme 
widerspricht. Es gibt aber dann eine Teilfolge (6) von (8), die auf den 
Geraden eines Biischels x’ normal ist, wihrend auf jeder anderen Geraden 
die Transformierten verschiedener Punkte vermittels (@) verschiedene 
Haufungspunkte besitzen. 
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21. Es seien nun L und L’ zwei nicht zu dem Biischel x’ gehérige Geraden. 
Wir behaupten, daG ihre Transformierten vermittels (@) eine und dieselbe 
Haufungsgerade besitzen. Es seien namlich P, und P, Punkte von L 
und Q, und Q, Punkte von L’, von denen keiner mit dem Schnittpunkt 
der Geraden L und L’ zusammenfallt; ferner seien P,, P,, Q, und Q, 
die Haiufungspunkte der Transformierten jener vier Punkte vermittels (@). 
Waren die Haufungsgeraden der Transformierten von ZL und L’ von 
einander verschieden, so wiirden keine drei der fraglichen Haufungspunkte 
auf einer Geraden liegen. Dann miiBte aber die Folge der Substitutionen 
S,* 8,41, wo S, die Substitutionen von (@) durchlaiuft, nach dem Satz 1 
eine infinitesimale Substitution enthalten. 


Somit hiaufen sich die Transformierten saimtlicher nicht zu dem 
Biischel x’ gehérigen Geraden nach einer und derselben Geraden 4, wobei 
die Transformierten der verschiedenen Punkte jeder der fraglichen Geraden 
nach verschiedenen Punkten von 4 konvergieren. Indem man zur Folge 
der korrelativen Substitutionen iibergeht, kann man auf Grund des 
Satzes 8 behaupten, daB die Transformierten der auBerhalb der Geraden 4 
liegenden Punkte vermittels der inversen Substitutionen von (o) nach dem 
Punkt 2’ konvergieren. Somit werden die Geraden jedes Biischels, dessen 
Mittelpunkt auBerhalb 4 liegt, nach den Geraden des Biischels x’ konver- 
gieren. Die verschiedenen Geraden des Biischels besitzen dabei verschiedene 
Haufungsgeraden. Andernfalls folgte naimlich aus dem Satz 8, auf die 
Folge der korrelativen Substitutionen von (6) angewandt, daB (@) eine 
Normalfolge erster Art ware, was nicht der Fall ist. 

Der obige Satz ist damit vollstindig bewiesen. 


Wir nennen (4) eine Normalfolge zweiter Art, und wir haben nach 
dem Obigen das Resultat, daB die inverse Folge einer Normalfolge zweiter 
Art eine Normalfolge erster Art ist. 

Der wesentliche Unterschied zwischen den Normalfolgen erster und 
zweiter Art besteht nach dem Vorhergehenden darin, daB, wahrend bei den 
Folgen erster Art die Haufungsgebilde der Transformierten der Punkt- 
mengen von dieser im allgemeinen unabhingig sind, diese Haufungs- 
gebilde bei den Folgen zweiter Art mit dem Anfangsgebilde stetig 
variieren, 

Es soll jetzt die Existenz der Folgen beider Art nachgewiesen wer- 
den, wobei wir uns zunichst auf zyklische Folgen beschranken. 
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§ 3. 
Zyklische Folgen. 


22. Bekanntlich kann jede lineare Substitution vermittels einer 
linearen Transformation in eine der folgenden vier kanonischen Formen 
iibergefiihrt werden: 


U,: 2’ =az, y’ = by; U,: 2’ =<az, y=y+)b 

U,: 2’ =2+a, y’'=y+azr+)d; U,: 2’ =a+a, y’=y+d. 
Es sollen der Reihe nach diejenigen Folgen untersucht werden, die 

aus den sukzessiven Potenzen irgendeiner der obigen Substitutionen bestehen. 


Wir fassen unter U, die Substitutionen des Typus U, zusammen, 
fiir welche 


(25) ja|+|5|, jal|+1, |b|/+1 
ist. Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, daB |a| < 1 < |D| ist. 
Aus dem Ausdruck 
z’=a’z, y’=b"y 
der n-ten Potenz von U, ergibt sich dann unmittelbar, daB die Substi- 


tution U, mit ihren Potenzen eine umkehrbar normale Folge erster Art 
bildet mit den Elementen 


a(z=0, y¥y=0co), 2x’ (x=co, y=0) 

1 (x=0), v’ (y=0). 
Es sei U, das Zeichen fiir diejenigen Substitutionen U,, die den Be- 
dingungen (25) nicht geniigen. Durch eine einfache Transformation la6t 
sich dann erreichen, da8 |a|=—|6b| wird. Ist |a|—1, so liegt entweder 
eine endliche Gruppe vor oder es gibt infinitesimale Substitutionen. Es 
sei also |a|+ 1 etwa |a|>1. Bei unbegrenzter Wiederholung der frag- 
lichen Substitution haufen sich die Punkte im allgemeinen nach der unend- 
lich fernen Geraden, die Haufungspunkte sind aber vom Anfangspunkte 
abhingig. Die fragliche Folge ist daher eine Folge zweiter Art. Die 
negativen Potenzen bilden dann eine Normalfolge erster Art mit den 
Elementen 

a(zx=0,y=0), a’ (x=oo). 

In allen iibrigen Fallen hat man eine umkebrbar normale Folge erster 
Art, wie man auf Grund der allgemeinen Ausdriicke fiir die n-ten Po- 
tenzen ohne Miihe bestatigen kann. Aus 


U,: z’'=a"z, y’=y+nb 
U;: 2’ =xz+na, y’=y+nar+nb+ 
Ul: 2’ =ax+na, y'=y-+ nb 


n(n+1)a* 
2 
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erhalt man als Elemente der fraglichen Folgen der Reihe nach: 


fe a(==0, y=co), a rn 
ja} <1 A(xa=0), 2’ (= 00) 
pe a(=—0, y=co), a'(=—0, y=ro) 
|a|= 1 4(=co) i’ (= 00) 
U; a=a'(==0, y= co 
4 =A1'(= 00) 
U, a=a'(x=oco, ¥—*) 
4=4’'(=oo), 


wo (= co) die unendlich ferne Gerade bezeichnet. 
Nach dem Obigen sind die Substitutionen des Typus 


Uy: 
die einzigen, deren Potenzen eine Folge zweiter Art bilden. Wir be- 
merken ferner, da8 unter den iibrigen Substitutionen diejenigen des Ty- 
pus U, die einzigen sind, bei welchen 2 baw. 2’ nicht der Geraden 2’ 
bzw. 4 angehért. Die Punkte 2 und 2’ werden im folgenden primaire 
Fixpunkte, die Geraden 4 und i’ primire Fixgeraden genannt. 


a’ =e? x, y’=oe"’y 


IV. Gruppen erster Klasse. 


23. Nachdem in dem vorhergehenden Kapitel die wichtigsten Eigen- 
schaften der unendlichen Folgen linearer Substitutionen zweier Variablen 
untersucht worden sind, wollen wir uns der Betrachtung von diskontinuier- 
lichen Gruppen der fraglichen Substitutionen zuwenden. Wir werden uns 
im folgenden auf die Gruppen erster Klasse beschrinken, die wir als die- 
jenigen Gruppen ohne infinitesimale Substitutionen definiert haben, deren 
Substitutionen nur Folgen erster Art bilden. 

Die einfachsten Beispiele von Gruppen erster Klasse haben wir in 
den zyklischen Gruppen, die nach dem Obigen Gruppen  rster Klasse sind, 
von dem Fall abgesehen, wo die erzeugende Substitution eine Substitution 
des Typus U, ist. 


§ 1. 
Bestimmung der Hauptgrenzpunkte und -geraden. 


24. Es sei wie vorher (m) die abgeschlossene Menge der Hauptgrenz- 
punkte und (M) die abgeschlossene Menge der Hauptgrenzgeraden simt- 
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licher in unserer Gruppe erster Klasse enthaltenen Normalfolgen erster 
Art. Wir haben dann den 


Satz 10. Die Menge (m) besteht im alligemeinen aus der Gesamt- 
heit der primdren Fixpunkte der Substitutionen des Typus U, und ihren 
Haufungspunkten, die Menge (M) aus der Gesamtheit der primdren Fiz- 
geraden der genannten Substitutionen und thren Haufungsgeraden. 

Es sei (o) irgendeine Normalfolge erster Art der Substitutionen 
S,(» =1,2,...) der Gruppe mit den Elementen 2 und i’. Wir nehmen 
zuerst an, daB a auBerhalb 2’ liegt. Es sei D irgendein auBerhalb der 
Geraden 4’ liegender Bereich. Fiir geniigend groBes » werden dann die 
Transformierten von D vermittels S, und ihrer positiven Potenzen in 
einer vorgeschriebenen kleinen Umgebung des Punktes 2 liegen. Wenn 
wir daher mit 2, den Haufungspunkt der aus den positiven Potenzen 
von S, bestehenden zyklischen Folgen bezeichnen, die eine Normalfolge 
erster Art ist, so ist lima,=—2. In dhnlicher Weise hat man fiir die 


*=@2 


Haufungsgerade 4; der fraglichen zyklischen Folge: lim 4; =i’. Fir hin- 


reichend groBes y wird also der Punkt 2, auBerhalb der Geraden zx liegen 
und somit auch x, auBerhalb i,, wie die Betrachtung der inversen Folge 
zeigt. Nach Nr. 22 mu8 dann die Substitution S, bei hinreichend groBem » 
eine Substitution des Typus U, sein. 


Wir nehmen hiernach an, daB 2 auf 2’ gelegen ist. Es sei 7 eine 
Substitution der Gruppe, durch welche der Punkt 2 in einen auBerhalb 2’ 
liegenden Punkt x, iibergefiihrt wird. Wir betrachten die Folge T, = S,7 
(»=1,2,...), wo S, die Substitutionen von (co) bezeichnen. Es ist fiir 
jeden auBerhalb 4’ liegenden Punkt P 

lim 7, (P) = T(x) = 2,. 
Ferner ist ra 
lim T>*(L) = lim S>*(L,) = 2’, 

wenn die Gerade L nicht durch 2, und somit die Gerade L, = T~*(L) 
nicht durch a geht. Die Folge (7,) ist somit eine Normalfolge erster 
Art mit den Elementen 2, und 4’, wobei x, auBerhalb 4’ liegt. Nach dem 
Obigen ist 2’ eine primaire Fixgerade einer Substitution des Typus U, oder 
eine Haufungsgerade solcher Geraden. In &hnlicher Weise zeigt man, 
da8 x ein primarer Fixpunkt oder eine Hiufungsstelle solcher Fixpunkte 
ist, wenn es eine Substitution gibt, durch welche 4’ in eine den Punkt 2 
nicht enthaltende Gerade iibergefiihrt wird. 

Wir haben somit die Richtigkeit des obigen Satzes in allen anderen 
Fallen bestatigt, auBer in denjenigen, wo simtliche Transformierten von x 


Automorphe Funktionen mehrerer Verinderlicher. 79 


auf der Geraden i’ liegen oder samtliche Transformierten von 4’ durch 2 
gehen, wo a und 4’ die Elemente irgendeiner Normalfolge erster Art sind. 
Offenbar kénnen diese letzteren Fille nur dann auftreten, wenn samtliche 
Substitutionen der Gruppe einen gemeinsamen invarianten Punkt oder 
Gerade besitzen. Auf eine genauere Untersuchung dieser Spezialfille 
wollen wir hier nicht naher eingehen. 

25. Wir beweisen nun den folgenden Satz, welcher sich auf die Eigen- 
art der Mengen (m) und (M) bezieht. 


Satz 11. Die Menge (m) der Hauptgrenzpunkte, sowie diejenige 
der Hauptgrenzgeraden (M) sind im allgemeinen perfekt. 

Es ist offenbar hinreichend, den Satz nur fiir die Menge (m) zu 
beweisen. 

Wir behaupten also, daB jeder Punkt der abgeschlossenen Menge (m) 
im allgemeinen eine Haufungsstelle der Punkte von (m) ist. Weil nach 
dem vorhergehenden Satze jeder Punkt von (m) entweder ein primirer 
Fixpunkt einer Substitution des Typus U; oder einer Hiufungsstelle der 
fraglichen Fixpunkte ist, so brauchen wir nur diejenigen Punkte zu beriick- 
sichtigen, die Fixpunkte der Substitutionen U, sind. 

Es sei daher § eine Substitution des Typus U, und 2, 2’, 4,2’ die 
Elemente der von § erzeugten umkehrbar normalen Folge. Angenommen, 
daB es keinen allen Substitutionen der Gruppe gegeniiber invarianten 
Punkt oder Gerade gibt, laBt sich eine Substitution 7 der Gruppe finden 
derart, da der Punkt T(x’) auBerhalb der Geraden 4’ liegen wird. Die 
Transformierten dieses Punktes vermittels der positiven Potenzen von 
S haufen sich dann nach dem Punkte x. Alle diese Punkte sind aber 
als Transformierte des zur Menge (m) gehérigen Punktes x’ wieder Punkte 
von (m) und somit ist der Punkt 2 der Menge (m) eine Haufungsstelle 
fiir Punkte dieser Menge, wie behauptet wurde. 

26. Wir gehen hiernach zu der Betrachtung unserer zweiten und 
dritten Bedingung iiber, die im Falle n = 2 folgendermaBen lauten: 

Il. Es gibt Gerade, die keinen Punkt (m) enthalten. 

Ill. Es gibt Punkte, die keiner der Geraden (M) angehéren. 

Aus den Resultaten der Nr. 17 ergibt sich der folgende 

Satz 12. Die Héufungsstellen der Transformierten jeder abge- 
schlossenen Punktmenge, die keinen Punkt von (m) enthdlt, vermittels der 
Substitutionen von I liegen sdmtlich auf den Geraden (M). Hat ins- 
besondere die gegebene Menge keinen Punkt mit den Geraden( M) gemeinsam, 


so fallen die Haufungsstellen threr Transformierten mit den Punkten (m) 
zusammen. 
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Es sei D irgendeine abgeschlossene Punktmenge, die keinen Punkt (m) 
enthalt, und P eine Haufungsstelle fiir die Transformierten von D ver. 
mittels der Substitutionen irgendeiner unendlichen Substitutionsfolge (8) 
von I’. Offenbar enthalt dann (S) eine umkehrbar normale Teilfolge mit 
den Elementen 2a, 2’, A, i’, fiir welche P als Haufungspunkt erhalten wird. 
Wenn nun D keinen Punkt von (m) enthilt, so gehért der Punkt 2’ 
nicht zu der Menge D, und nach Satz 8 muB P auf der Geraden 4 liegen, 
die eine Gerade von (M) ist. Wenn D sogar keinen Punkt der Geraden 1’ 
enthalt, muB nach dem nadmlichen Satz der Punkt P mit dem Punkt 2 
der Menge (m) zusammenfallen. 


27. Wir wollen insbesondere den Fall naher betrachten, da& D eine 
Punktmenge ist, die mit jeder Geraden des Raumes mindestens einen 
Punkt gemeinsam hat, was z. B. dann stattfindet, wenn D aus den Punkten 
einer algebraischen Kurve besteht. Wir behaupten, daB jeder Punkt jeder 
Geraden (M) eine Haufungsstelle der Transformierten von D ist. 

Es sei in der Tat 4 die Haufungsgerade fiir eine Normalfolge erster 
Art (o). Bei Ausfiihrung der Substitutionen von (c) haufen sich die Punkte 
von D nach Satz 8 gleichmaBig nach 4. 

Es sei nun L irgendeine von 4 verschiedene Gerade, welche 4 im Punkte P 
schneidet. Nach der Annahme hat D mit jeder Geraden und daher mit 
L gemeinsame Punkte. Dasselbe gilt dann auch betreffs der Transformier- 
ten von D vermittels (o). Diese Punkte miissen nach dem Obigen gegen 
P konvergieren und somit ist jeder Punkt der Geraden 2 eine Haufungs- 
stelle der Transformierten von D. Weil nun (M) aus den Geraden 4 
und ihren Haufungsgeraden zusammengesetzt ist, so ist die obige Behaup- 
tung damit bewiesen. 


Wegen der zweiten Bedingung (A) bilden diejenigen Punkte, die der 
Menge (m) der Hauptgrenzpunkte nicht angehéren, einen (aus einem oder 
mehreren Teilen zusammengesetzten) vierdimensionalen Bereich B. Ferner 
bilden nach der dritten Bedingung (A) auch die auBerhalb der Haupt- 
grenzgeraden (M) liegenden Punkte einen vierdimensionalen Bereich B. 
Offenbar ist wegen des Satzes 12 der Bereich B identisch mit dem Bereich 
der eigentlichen Diskontinuitét der Gruppe. Weil die Hauptgrenzpunkte 
auf den Hauptgrenzgeraden liegen, ist der Bereich B im allgemeinen ein 
Teil von B. Auf die wichtige funktionentheoretische Bedeutung des Be- 
reichs B werden wir im Kap. V zuriickkommen. 

Es sollen jetzt einige allgemeine Beispiele von Gruppen gegeben werden, 
die den Bedingungen (A) geniigen. 
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§ 2. 
Gruppen linearer Substitutionen, die eine Hermitesche Form 
invariant lassen. 
28. Wir bezeichnen im folgenden mit 7 lineare Substitutionon 
(26) Y= 49, +BY +74. («= 1, 2,8), 
welche die Hermitesche Form 
(27) P=WI, + Y.V.— Ys 9s 


invariant lassen. Geometrisch stellt dann (26) eine Kollineation dar, 
welche die Hypersphare Z: 


(28) zé+yy=1 


in sich selbst iiberfiihrt. Diese Kollineationen bewahren die Polaritat 
zwischen den Punkten und Geraden des Raumes R,, wobei wir wie iiblich 
unter der Polare des Punktes (z,, y,) die Gerade 


(29) Lg +Y¥Ho=1 
verstehen. 
Fiir die Gruppen der Substitutionen 7 gilt der 


Satz 13. Jede Gruppe der Substitutionen T, die keine infinitesi- 
male Substitution enthdlt, geniigt den Bedingungen (A). *) 

Es seien P und Q irgend zwei im Innern von £ gelegene Punkte. 
Diese Punkte definieren eine Gerade, die wir als Trager ihrer reellen und 
komplexen Punkte mit ZL bezeichnen. Die gemeinsamen Punkte von L 
und £ bilden eine (eindimensionale) Kreislinie K. Die in bezug auf K 
genommenen Spiegelbilder der Punkte P und Q seien P bzw. Q. 

29. Es sei nun 


(30) i 


irgendeine unendliche Folge der Substitutionen unserer Gruppe, fiir welche 
die Transformierten von P und Q bestimmte Hiufungspunkte besitzen; 
ferner seien L,, L,,... die Transformierten der Geraden L vermittels der 
Substitutionen (30). Die Transformierten P, und Q, vermittels 7, sind 
dann Spiegelbilder der Transformierten P, bzw. Q, von P und Q in bezug 
auf die Kreislinie K,, d. h. die Schnittlinie von LZ, und ZH. Wegen der 


*) Die ersten Beispiele dieser Gruppen hat Picard in seiner Abhandlung: Sur 
une classe de growpes discontinus de substitutions linéaires etc. (Acta mathematica 1 (1882)) 
gegeben. 
Mathematische Annalen. 93. 6 
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Projektivitét zwischen L und L, ergibt sich die Gleichheit der Doppel- 
verhiltnisse 


(F., @., Fes Q,) = (P, Q, P, Q), 
woraus man unmittelbar den Schlu8 ziehen kann, daB die Haufungspunkte 
von P, und Q, entweder beide im Innern von £ getrennt voneinander 
liegen oder mit einem und demselben Punkt von EZ zusammenfallen. 

Wir behaupten, daB der erste Fall nur bei Vorhandensein infinitesi- 
maler Substitutionen méglich ist. 

Es sei (T)’ die Folge der Substitutionen Tf —T,'T,, ,- Fir »—oo 
erleiden die Punkte P, und Q, und daher auch P, und Q, durch 7, infini- 
tesimale Verschiebungen. Nach dem Satz 1 werden dann, wenn der erste 
der obigen Fille vorliegt, simtliche Punkte von L, dabei infinitesimal ver- 
schoben. Dies ist ferner mit dem Pol x, von L, in bezug auf Z der Fall. 
Es sei L’ eine beliebige durch x, gezogene Gerade, welche L, im Punkte O, 
und die Hypersphire EZ langs der Kreislinie K, schneidet. Durch 7” werden 
fiir y + co die Punkte x, und O, von L’, somit auch die Kreislinie K; infini- 
tesimal verschoben. Dann enthalt aber die Folge (7')' Substitutionen, 
durch welche simtliche Punkte der Geraden L’ sowie simtliche Punkte 
von JL infinitesimal verschoben werden. Nach dem Satz 1 muB die 
Folge (7')’ eine infinitesimale Substitution enthalten, w. z. b. w. 


30. Wenn somit die gegebene Gruppe keine infinitesimalen Substitu- 
tionen enthalt, fallen die Haufungspunkte der Transformierten zweier be- 
liebiger im Innern vor £ liegenden Punkte fiir jede Folge mit einem und 
demselben durch die Folge bestimmten Punkt der Hypersphire Z zusammen. 

Die erste der Bedingungen (A) ist somit stets erfiillt. Die Haupt- 
grenzpunkte (m) sind auf der Hypersphire E gelegen. 

Die zweite der Bedingungen (A) ist auch erfiillt. Denn keine der 
Geraden ax+by+c=0, die auBerhalb EZ verlaufen, fiir welche also 
la|"4+|b|*<|e|* ist, enthalt Punkte von (m). 

Was die Hauptgrenzgeraden ( M) betrifft, so ergibt sich aus der Polaritat 
zwischen den Punkten und Geraden in bezug auf Z, die durch die Sub- 
stitutionen 7' nicht zerstért wird, daB die Geraden (M) aus den Polaren 
der Punkte (m) bestehen und daher Tangenten von £ sind. 

Weil jene Geraden keinen dem Inneren von £ angehdérigen Punkt ent- 
halten, ist auch die dritte der Bedingungen (A) erfiillt. Damit ist der 
Satz 14 vollstandig bewiesen. 


31. Wir betrachten nunmehr einige Beispiele. 


Der Bereich B enthalt nach dem Obigen jedenfalls das Innere der 
Hypersphire Z. Es gibt anderseits Fille, wo B gerade mit dem Inneren 
von £ identisch ist. Nach dem Vorhergehenden findet dies statt, wenn 
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die Punkte (m) auf der Hypersphire £ iiberall dicht liegen. Ein Beispiel 
von solchen Gruppen hat man in der Gruppe aller Substitutionen 7’, deren 
Koeffizienten ganze Zahlen des Kérpers (1,7) sind. Die Gruppen sind 
denjenigen Gruppen der Substitutionen einer Variablen analog, die den 
Hauptkreis als Grenzkreis haben. 


Wir betrachten alsdann Gruppen anderer Art, die analog den Gruppen 
ohne Grenzkreis sind. 

32. Es sei 7 irgendeine Substitution des Typus U,, die die Hyper- 
sphire E invariant laBt, und Q, Q’ seien ihre primaren Fixpunkte, die 
offenbar auf EZ liegen. +’ sei eine kleine, um den Punkt Q’ beschriebene 
Hypersphare, deren innerhalb Z liegender Teil allein im folgenden beriick- 
sichtigt wird. Indem die Multiplikatoren a,b von U, dem absoluten Be- 
trage nach hinreichend klein gewahlt werden, kann man erreichen, daB der 
auBerhalb +’ gelegene Teil des Innern von EZ auf einen in beliebiger 
Nahe des Punktes Q liegenden Bereich t abgebildet wird. 


Wir denken uns jetzt auf der Hypersphire 2 irgendwie eine gerade 
Anzahl Punkte 


(31) Qi. Qi (¢=1,2,..., p) 
gegeben und jedem Paar derselben je eine Substitution 7, und die Be- 


reiche t{,1; in obiger Weise zugeordnet. Wir setzen voraus, daB die 
2p Bereiche tj, t (¢ = 1,2,..., p) vollstindig auBerhalb einander liegen. 
Dann erzeugen die p Substitutionen 7; eine Gruppe, die den Bedingungen ( A) 
geniigt. Dies folgt unmittelbar daraus, daB die inneren, den Bereichen 7j, 1% 
nicht angehérigen Punkte der Hypersphire Z einen Bereich bilden, der 
offenbar ein Fundamentalbereich der Gruppe ist, wenn man sich auf das 
Innere von Z beschrankt. Dann kénnen keine infinitesimalen Substitutionen 
existieren, und nach dem Satz 13 sind die Bedingungen (A) erfiillt. 
Man hat hier ein Analogon zu den Gruppen des Schottkyschen Typus 
mit Hauptkreis. Die Punkte (m) liegen diskret auf der Hypersphire 2 und 
die Geraden (M) bestehen aus einer diskreten Mannigfaltigkeit der Tan- 


genten von HZ. Der Bereich B enthilt den ganzen Raum R,, bis auf die 
Punkte von (MM). 


33. Wir wollen jetzt speziell den Fall betrachten, wo die Koeffizienten 


der Substitution (26) reell sind. Jede solche Substitution laBt die qua- 
dratische Form | 


(32) P=yty¥i—y¥ 


invariant, und die zugehérigen Kollineationen (21) transformieren den Kreis 
(33) rt+yt=1 
in sich selbst. 


6* 
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Man zeigt leicht, daB die Punkte (m) reelle Punkte des Kreises (33), 
die Geraden (M) Tangenten von (33) durch (m) sind. 

In dem extremen Fall, wo die Punkte (m) auf dem reellen Kreis (33) 
iiberall direkt liegen, bilden die Punkte der Geraden (M) eine drei- 
dimensionale Mannigfaltigkeit, namlich 


z%¥+yy—1=—|2*+y'*-1|, 


welche den vierdimensionalen Raum R, in drei Teile zerlegt). Eine 
Gruppe dieser Art hat man in der Gruppe aller Substitutionen 7 mit 
reellen ganzzahligen Koeffizienten. Es gibt auch Gruppen, bei welchen die 
Punkte (m) auf dem Kreis (33) diskret liegen und bei welchen der Be- 
reich B den ganzen Raum R, bis auf die Punkte der diskret liegenden 
Geraden (M) umfaBt. Alle hier betrachteten Gruppen stehen bekanntlich 
in einem engen Zusammenhang mit den Hauptkreisgruppen, auf welche 
sie auch direkt vermége einer orthogonalen und einer stereographischen 
Projektion transformiert werden kénnen. 


§ 3. 
Eine Klasse von Gruppen linearer Substitutionen, die keine invarianten 
Mannigfaltigkeiten besitzen. 


34. Es soll in diesem Kapitel eine allgemeine Klasse den Bedin- 
gungen (A) geniigender Gruppen untersucht werden, deren Substitutionen 
hinsichtlich ihrer Koeffizienten keinen anderen Bedingungen als Ungleichungen 
unterwerfen sind. 


Wir gehen von pDreiecken aus, deren Eckpunkte 
(34) Pi, Pi, Pe (§=1,2,...,p) 


beliebige endliche Punkte des vierdimensionalen Raumes seien. Ferner 
seien allgemein 


(35) Ly, Li, Ly 
die gegeniiberliegenden Seiten des Dreiecks (34) und 
(36) Iy(z,y)=0, Ly(z,y)=0, Ly (2,y)=0 


ihre Gleichungen. Betrefis der gegenseitigen Lage der Dreiecke soll nur 
vorausgesetzt werden, da8 allgemein L, bzw. LI; vom Punkte P, bzw. 
P;, abgesehen, keinen der 2 p — 1 iibrigen Punkte P;, P; (j= 1, 2, ..., p) 
enthilt. 


5) Vgl. die 8.2 genannte Arteit des Verf.: Uber die automorphen Funktionen zweier 
Verdnderlichen. 
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Wir ordnen jedem Dreieck je eine lineare Substitution §;: 





Li (2’, y’) Li (x,y), Li(a',y’) _ Lil, y) 

37 ; =k; : 7 = 
i" Li (2’, y’) Ti(z,y) Li (2’,y’) “ihe, y) 
zu, wo wir etwa 
(38) [ke|<1, |k&|>1 
wahlen. Die Substitutionen (37) gehéren dann dem Typus U, der Nr. 22 
an, und sie haben das zugeordnete Dreieck als Fundamentaldreieck. 

Die Elemente der von den Potenzen der Substitution (37) gebildeten 
umkehrbar normalen Folge sind 

a= P; n' =P, A=L,, dm Ky. 

Es soll nachgewiesen werden, da8 die von den p Substitutionen S; (37) 

erzeugte Gruppe unseren Bedingungen (A) geniigt, wenn die Multiplikatoren 


|k;| und m4 hinreichend klein sind. 
i 
35. Wir wollen zuerst einige geometrische Hilfsbetrachtungen voraus- 


schicken. 








Es seien 4, und 4, zwei endliche Bereiche des vierdimensionalen 
Raumes, von welchen t, ganz 1m Innern von 1, gelegen ist. Wir fiihren 
irgendeine Kollineation S aus, deren Fluchtgerade a,2 + f,y+ 7, =0 
(vgl. (21)) auBerhalb 1, liegt. Der transformierte Bereich tj von t, wird 
dann im Innern von tj, der Transformierten von rt, , liegen. 

Es seien 4, und 4, die Maxima der Entfernungen zweier Punkte der 
Berandung von 1, bzw. 1t, und ferner 4, der kiirzeste Abstand zwischen 

en Punkten von 1, und t,. Ferner mégen 4,, 4, und 4p eine analoge 
Bedeutung fiir die transformierten Bereiche haben. Dann besteht die Un- 
gleichung 

(39) <r 


; <3; 
A; 


wo rechts eine von der Substitution S unabhingige GréBe auftritt. 

Ein Beweis fiir die obige Ungleichung ergibt sich unmittelbar, wenn 
die Bereiche 1, und 1, vermittels einer Geraden ZL und die Bereiche tj 
und 13 vermittels der Transformierten L’ von L geschnitten werden. Auf 
den beiden als zweidimensional betrachteten Geraden L und L’ werden 
dann je ein Paar innerhalb einander liegender Bereiche erhalten, die pro- 
jektiv in der Weise aufeinander bezogen sind, da8 die auBeren und die 
inneren Bereiche einander resp. entsprechen, und fiir welche eine analoge 
Ungleichung leicht zu erhalten ist (Verzerrungssatz fiir lineare Funktionen), 
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36. Wir werden allgemein mit S,,, die inverse Substitution von S, 
bezeichnen und dementsprechend L, , , statt L; und P,, ’ statt P; schreiben, 
wo die Indizes modulo 2p zu nehmen sind. Es sei dann D, irgendein 
endlicher Bereich, welcher auBerhalb der Geraden L,,, und ‘comit des 
Punktes P;,, gelegen ist und welcher die 2p—1 iibrigen Punkte 
P; (j=1,2,...,2p) dagegen in seinem Innern enthilt. Weil bei hin- 
reichend kleinen Werten der Multiplikatoren | k,| und ] S der transfor- 

4 





mierte Bereich S; (D,) in vorgeschriebener Nahe des Punktes P, liegen 
wird, kénnen die Multiplikatoren der p Substitutionen (37) so klein ge- 
wahlt werden, da8 allgemein der Bereich D, alle Bereiche S; (D;), vom 
Bereiche S;,, (D,,,) abgesehen, in seinem Innern enthalten wird. Dabei 
1aBt sich auch erreichen, da8 allgemein die Fluchtgerade von S; auGerhalb 
von D,; liegen wird, weil die fragliche Fluchtgerade, als Transformierte 
der unendlich fernen Geraden, die den Punkt P, nicht enthilt, bei gegen 
Null abnehmenden Multiplikatoren von S; nach der Geraden L,,, kon- 
vergiert. 


Es sei nun 
(40) Sw) = S;, 8, ... 8, (y= 1,2, 3,...) 
eine beliebige unendliche Folge der Substitutionen der von den p Substitu- 
tionen (37) erzeugten Gruppe, wo S,,, ..., S;, die genannten p Substitutio- 


nen oder ihre inversen Substitutionen hesstdieinn, wobei allgemein Si; + Sis 
ist. Nach dem Vorhergehenden wird durch §; der Bereich D, auf einen 
Bereich S;, (.D;,) abgebildet, der wegen S;, + S;,* innerhalb des Bereichs D, 
liegt. Durch S; wird alsdann §; (D;,,) auf einen Bereich abgebildet, der 
von zwei Bereichen, namlich §;,(D,,) und D,, umschlossen wird. In 
dieser Weise fortfahrend, gelangt man zu dem Resultat, daB allgemein 
der Bereich §,,, (D,;,) innerhalb » ineinandergeschalteter Bereiche liegt, 
wobei zwei beliebige aufeinander folgende Bereiche aus einem gewissen 
Paar der Bereiche Di,» Si, (D,,), von denen der erstgenannte den letz- 
teren umschlieBt, vermittels einer Kollineation erhalten wird, der den Be- 
dingungen der Nr. 35 geniigt. 
Wir wahlen nun als Bereiche t,, 1, der Reihe nach die Bereiche 


6,j=1,2,...,2p 
(41) D,, 8; (D;) ( inses 
und wir bezeichnen mit 7 (<1) die gréBte der in den zugeordneten Un- 
gleichungen (39) rechts auftretenden Zahlen. Wenn ferner mit 4 die gréBte 
Entfernung zweier Randpunkte jedes der 2p Bereiche D, bezeichnet wird, 
so wird die Entfernung zweier beliebigen Randpunkte von S,,, (D;,) kleiner 
als 7” 4 sein. Die Dimensionen von S,,) (D;,) nehmen bei Ausfiihrung der 
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Substitutionen (40) somit gegen Null ab, d.h. die Haufungspunkte der 
Punkte des Bereichs D, fallen fiir jede Teilfolge von (40) zusammen. 
Diese Folge und somit jede Folge von I ist aber dann eine Folge erster 
Art, und die erste Bedingung (A) ist daher erfiillt. 

37. Aus dem Obigen geht ferner hervor, daB die Punkte (m) in den 
Bereichen S; (D;) diskret liegen. Es gibt aber dann Gerade, die keinen 
Punkt von (m) enthalten, nimlich u. a. die Geraden, die von der unend- 
lich fernen Geraden geniigend wenig verschieden sind. Unsere zweite 
Bedingung ist also erfiillt. Dies ist aber auch mit der dritten Bedingung 
der Fall, wenigstens wenn die Multiplikatoren hinreichend klein sind; denn 
die obigen Betrachtungen kénnen bei der korrelativen Gruppe ausgefiihrt 
werden, ohne daB irgend etwas geindert wird. Die Geraden /M) werden 
dabei eine diskrete Mannigfaltigkeit bilden. 

Die obigen Gruppen sind unseres Wissens die ersten Beispiele von 
eigentlich diskontinuierlichen Gruppen von nichtkommutativen Substitutionen 
zweier Variablen, die ohne Anwendung invarianter Hermitescher oder 
quadratischer Formen gebildet sind. 

Damit schlieBen wir unsere geometrisch - gruppentheoretischen Be- 
trachtungen ab, um zur funktionentheoretischen Seite unserer Betrachtungen 
iiberzugehen. 


B. Funktionentheoretischer Teil. 


V. Existenz der automorphen Funktionen. 


§ 1. 
Poincarésche Reihen. 


38. An den Poincaréschen Gedankengang ankniipfend, stellen wir 
automorphe Funktionen als Quotienten von Reihen der Form 


(42) O(z,y)= 2) A(2’, GER) 





dar, wo H eine rationale Funktion bezeichnet, die fiir die Gesamtheit der 
Hauptgrenzpunkte (m) endlich bleibt. Dieser Bedingung geniigt u. a. jede 
rationale Funktion erster Ordnung 
b,2+b,y +b, 

(43) H(z, y) = 2 
wo a,x+a,y+a,=0 irgendeine Gerade ist, die keinen Punkt der 
Menge (m) enthalt, und deren Existenz in der zweiten Bedingung gerade 
vorausgesetzt wird. 

Wegen dieser Bedingung ist es ferner méglich, die Gesamtheit der 
Hauptgrenzpunkte vermége einer linearen Transformation ins Endliche zu 
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werfen. Wir denken uns diese Transformation schon ausgefiihrt, und wir 
haben iiber die Konvergenz der Reihen (42) den 


Satz 14. Die Reihen (42) konvergieren, wenigstens nach Fortlassung 
von endlich vielen Gliedern, fiir p > 2 gleichmaBig und absolut in jedem 
Bereich D, der von den Hauptgrenzgeraden (M) einen von Null verschie- 
denen Abstand hat. 

Nach dem Satz 12 haufen sich die Transformierten (z’, y') der 
Punkte von D gleichmaBig nach den Punkten (m). Wegen der betrefis H 
gemachten Voraussetzung gelten fiir die Glieder der Reihe (42) von einer 
gewissen endlichen Stelle ab die Ungleichungen 


(44) H(x’,y')|<K 
in jedem Punkt (z,y) des Bereichs D, wo K eine endliche Konstante 


ist. Von der genannten Stelle ab sind die Glieder von (42) dem ab- 


soluten Betrage nach kleiner als die mit K multiplizierten resp. Glieder 
der Reihe 


(45) ‘ 
\ Ps — | a,2+p,y +7, |°” 


Wir fahren daher mit der Untersuchung der Konvergenz dieser speziellen 
Reihe fort, wobei wir p = 1 annehmen. 


39. Wir bemerken, da8 unter den Fluchtgeraden 


(46) a,x2+ p,y+7,=0 
nur endlich viele den Bereich D treffen kénnen. Dies folgt unmittelbar 
daraus, da8 (40) Transformierte der unendlich fernen Geraden sind, die 
keine Punkte (m) enthalt und auf welche somit unser Satz 12 anwendbar 
ist. Wir lassen die ungeordneten Glieder von (45) beiseite und bezeich- 
nen mit d,, und dy die untere bzw. obere Grenze der kiirzesten Abstiande 
der Punkte von D von den iibrigen Fluchtgeraden. 

Nun hat man fiir den Abstand des Punktes (2, y) von irgendeiner 


reellen oder komplexen Geraden a,2-+a,y-+-a,=0 den allgemeinen 
Ausdruck 


a(2’, y’) 
o(2, y) 


? 1 




















(47) eet 9+! 
Via, (*+| a, |" 
Somit gelten fiir die Glieder der abgekiirzten Reihe (45) die Ungleichungen 
(48) fe < lasthaytr! — Su 
dy | 3% + Bs Yo +75 | d,,” 


wo (z, y) und (x, y,) zwei beliebige Punkte von D sind. 


*) Wir denken uns hier und im folgenden die Substitution (21) unimodular 
geschrieben. 
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Wir wahlen jetzt irgendwo im Innern des Bereichs D eine kleine 
Hypersphare k&, deren Transformierte nirgenas miteinander kollidieren, was 
wegen der eigentlichen Diskontinuitét von I’ in D méglich ist. Es sei V 
der Inhalt von k und V, der Inhalt des vermittels der Substitution S 
von I erhaltenen Bildes von k. Man hat 

V 

(49) ‘ | 5 p+ ByYotrs| 
wo (2, ¥) ein gewisser Punkt von D ist. Hieraus und aus (48) folgt 
aber dann die Ungleichung 

1 
) |a,r+Byy+ys!° = 
wo q eine endliche GréBe ist, welche Ungleichung im ganzen Bereiche D 
giltig ist. Weil nun die Transformierten von k nirgends miteinander 
kollidieren und weil ihre Haufungspunkte, die Punkte (m) im Endlichen 
liegen, so ist die Summe 2 V, ihrer Volumina endlich. Dann ist aber 
wegen (50) auch die Reihe (45) und somit die Reihe (42), nach Fort- 
lassung einer endlichen Anzahl Glieder, fiir »=2 und um so mehr fiir 
p> 2 in jedem Bereich D, der auBerhalb der Hauptgrenzgeraden (M) 
liegt, gleichmaBig und absolut konvergent. 

Unter den obigen Bedingungen stellen die Reihen (42) analytische 
Funktionen dar, die auBerhalb der Geraden (M) den Charakter rationaler 
Funktionen besitzen. Diese Funktionen geniigen der Funktionalgleichung 

7 es a(x’, y’)\~? 
(51) O(2',y’) = O(2, 9) (Fe) 

Die Quotienten irgend zweier verschiedener @-Funktionen sind auto- 
morphe Funktionen unserer Gruppe I’. AuBerhalb der Hauptgrenzgeraden 
besitzen diese Funktionen nur algebraische Unstetigkeiten. 








s? 


40. Wie verhalten sich aber alle diese Funktionen in den Punkten 
der Hauptgrenzgeraden? Bevor wir diese Frage allgemein beantworten, 
wollen wir speziell den Fall betrachten, wo die Geraden (M) im Raum R, 
diskret liegen. Jede Reihe (42) definiert dann eine einzige analytische 
Funktion, die den von den Geraden (M) begrenzten zusammenhingenden 
Raum B als Existenzbereich hat und fiir welche die Geraden (M) we- 
sentlich singulare Linien sind. 

Wir stellen, um dies einzusehen, H(z, y) als Quotient zweier Polynome 
eines und desselben Grades dar: 


(52) H(z,y)= 
Wir setzen voraus, daB die Kurve 


(53) Q(z, y)=9, 


P(z,y) 
Q(z, y)” 
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wenn sie reduzibel ist, keine zwei beziiglich I” aquivalenten Bestandteile 
enthalt. Dann kénnen die aus den Punkten der Transformierten von (53) 
herrithrenden algebraischen Unstetigkeiten der Glieder der Reihe (42) ein- 
ander nicht aufheben, und somit sind die fraglichen Kurven algebraische 
Unstetigkeitsgebilde fiir die durch die Reihe (42) definierte Funktion. 
Nach dem Satz 12 haufen sich die Transformierten der Kurven nach den 
Geraden (M), welche dann offenbar wesentlich singulire Linien fiir die 
vermittels der Reihen (42) gebildeten Transzendenten sind. 

Beispiele von Gruppen obiger Art haben wir in Nr. 42 und 44 
gegeben. Die zu den Gruppen der Nr. 32 gehérigen automorphen Funk- 
tionen ordnen sich als Spezialfall den Picardschen ,,Hyperfuchsschen“ 
Funktionen unter. Die automorphen Funktionen der in Nr. 44 betrach- 
teten Gruppen sind die ersten allgemeinen Beispiele von Funktionen zweier 
Variablen, die den automorphen Funktionen einer Variablen ohne Haupt- 
kreis analog sind. 

Das obige Verfahren zur Untersuchung der wesentlichen Singularitaten 
verliert seine Giiltigkeit, wenn die Punkte von (M) vierdimensionale Teile 
des Raumes R, ausfiillen, weil es dann méglich ist, daB die Kurven (53) 
volistandig auBerhalb des Bereichs B verlaufen, wie es tatsichlich z. B. 
bei den Gruppen der Nr. 31 der Fall ist. 

Wir wollen deshalb eine neue allgemeine Methode zur Untersuchung 
der wesentlichen Singularitéten der automorphen Funktionen entwickeln, 
die dadurch besonders bemerkenswert ist, daB sie keinen Gebrauch von 
der analytischen Darstellung der Funktionen macht. 


§ 2. 
Bestimmung der wesentlichen Singularititen. 

41. Wir gehen von einer beliebigen Folge (S) von I" aus, die um- 
kehrbar normal ist. Es seien a und 1’ die Elemente von (S) und 2’ und 4 
diejenigen der inversen Folge (S~*). Der Punkt 2 liegt auf der Geraden A, 
der Punkt 2’ auf 2’. 

Wir nehmen nun an, es gabe eine automorphe Funktion f(z, y) von I’, 
d. h. eine in bezug auf I" invariante eindeutige analytische Funktion, die 
sich in irgendeinem Punkt P von i’ nicht wesentlich singular verhielte. 
Wir setzen voravs, daB P+ 2’ ist, und wir ziehen durch P eine von 1’ 
verschiedene Gerade ZL. Aus dieser als zweidimensional betrachteten 
Mannigfaltigkeit entfernen wir die zu einer kleinen Umgebung t von P 
gehérigen Punkte und wir bezeichnen den Rest von L mit L. 

Nach Nr. 18 haufen sich die Transformierten der Punkte von L ver- 
mittels (S) gleichmaBig nach dem Punkte a. Ferner haufen sich die 
Transformierten der Geraden L nach der Geraden 4. Daraus folgt, daB 
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jeder Punkt von 4 ein Haufungspunkt der Transformierten von 1 ist, wie 
klein auch +t gewahlt wird. 

Es sei nun C der Wert von f(z, y) im Punkte P. Wegen der In- 
varianz dieser Funktion in bezug auf (S) approximiert f(z, y) den Wert C 
mit beliebiger Genauigkeit in jeder Umgebung jedes Punktes von 4 und 
zwar auf einem beliebigen regularen, z. B. auf einem geradlinigen zu einem 
Punkt von 4 fiihrenden Wege. 

Es sind dann nur zwei Faille méglich. Entweder ist f(z, y) nicht 
=C auf 2’. Dann ist jeder Punkt von A eine wesentlich singulare Stelle 
von f(x,y). Oder aber es ist auf i’: f(x, y)=C. Dann ist auch auf 2: 
f(z,y)=C oder es ist 4 eine wesentlich singulare Linie von f(z, y). 
Wir haben daher den 

Satz 15. Von jedem Paare zugeordneter Haufungsgeraden i, i’, die 
einer umkehrbar normalen Folge entsprechen, ist jede automorphe Funktion 
wenigstens auf einer wesentlich singular, oder sie reduziert sich auf den 
beiden Geraden auf eine und dieselbe Konstante. 

42. Es sei nun A, irgendeine Gerade (M), auf welcher f entweder 
wesentlich singular oder konstant ist. § sei eine Substitution von I, fiir 
welche S(4,) +4, ist. Solche Substitutionen sind vorhanden, auBer wenn 
4, eine invariante Gerade fiir saimtliche Substitutionen von I ist. Es 
sei Q der Schnittpunkt der Geraden 4, und §(4,) und 7 eine Substitution 
von I’, fiir welche 7(Q)+@Q ist. Solche Substitutionen sind vorhanden, 
auBer wenn Q ein invarianter Punkt fiir simtliche Substitutionen ist. 
Wenigstens eines der Geradentripel 


(dy, Sig, Tae); (dys Sag, T(S4,)) 
bildet ein Dreieck, dessen drei Seiten dann entweder alle wesentlich sin- 
gulare Linien oder alle Niveaulinien von /, wie die erste unter ihnen, 4), 
sind. Dieses Dreieck bezeichnen wir mit 4. 

Es sei nun (a) eine beliebige Normalfolge von I mit den Elementen 
a, i’. Wenigstens eine der Seiten des Dreiecks 4 enthilt nicht den 
Punkt 2. Ihre Transformierten vermittels der inversen Folge von (0) 
haufen sich dann nach: der Geraden 2’. 

Ist nun 4, und somit jede der Seiten von 4 eine wesentlich singu- 
lire Linie von f, so ist dies mit allen ihren Transformierten und somit 
auch mit jeder Haufungslinie dieser Transformierten der Fall. Somit ist 2’ 
und daher jede Gerade (M) eine wesentlich singulare Linie. Wir nehmen 
zweitens an, daB die Seiten von 4 Niveaukurven von f sind, auf welchen 
f=C ist. Wir behaupten, daB f=C im ganzen Raum R, ist. 

Wir nehmen indirekt an, es sei f regular und = C, in irgendeinem 
Punkt Q von 2’ und = C,+ 0, in einem gewissen anderen Punkt Q’ 
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Wir ziehen durch die Punkte Q, Q’ die Gerade L und bezeichnen mit Q, 
den Schnittpunkt von L mit der »-ten Transformierten von 4,. Es ist 
f=C in den Punkten Q, und weil f(z, y) eine regulare Funktion auf 
der Geraden L im Punkte Q ist, so mu8 wegen lim Q, = Q nach einem 
bekannten Satz f(z, y)=C auf L sein, d. h. es muB C, = C,=C sein, 
gegen unsere Voraussetzung. Die Funktion f ist also =C im ganzen 
Raum &,. 


Durch das Obige ist bewiesen worden, daB bei Gruppen I’, die keinen 
invarianten Punkt oder Gerade besitzen, jede Gerade (M) eine wesentlich 
singuldre Linie fiir sdmtliche automorphen Funktionen ist. 


53. Was die oben ausgeschlossenen Spezialfalle betrifit, wo es eine 
allen Substitutionen gegeniiber invariante Gerade oder Punkt gibt, so 
braucht nicht jede Gerade (M) eine wesentlich singulare Linie zu sein. 
Es sei z. B. ein invarianter Punkt vorhanden. Dann lassen sich die Sub- 
stitutionen nach einer Transformation in der Form 





5 ? am S248 Pan LET SGT 
(54) pets’ y= a+8 
darstellen. Wenn nun die Gruppe der Substitutionen 2’ = aed 4 eigent- 





yz+é 
lich diskontinuierlich in der z-Ebene ist, so kann jede automorphe Funktion 


derselben auch als eine automorphe Funktion der Gruppe der Substituti- 
onen (54) angesehen werden. Die wesentlichen Singularitéten der frag- 
lichen Funktionen bestehen aus gewissen Geraden z = konst. Es kénnen 
jedoch Gerade (M) existieren, deren Gleichungen nicht von der Form 
x = konst. sind, wie das Beispiel der von der Substitution x’=—az, 
y’=by des Typus U; (Nr. 22) erzeugten zyklischen Gruppe zeigt, fiir 
welche im Falle |a| <1<|b/| die Gerade y= 0 eine Gerade (M) ist. 


44. Die obigen Ergebnisse fiihren uns zu einer allgemeinen Definition 
der zu einer Gruppe I" gehérigen automorphen Funktionen, durch welche 
eine Analogie mit den Funktionen einer Variablen besteht. Weil die 
Geraden (M) im allgemeinen wesentliche Singularitaéten fiir simtliche 
den Substitutionen der Gruppe gegeniiber invarianten analytischen Funk- 
tionen sind, ist es natiirlich, als automorphe Funktionen der Gruppen die 
Gesamtheit derjenigen in bezug auf I invarianten analytischen Funktionen 
zu bezeichnen, die nur die Punkte der Hauptgrenzgebilde, aber keine 
auBerhalb derselben liegenden Punkte als wesentlich singulire Stellen 
haben. Fiir jede der so definierten automorphen Funktionen macht ein 
zusammenhangender Teil des Raumteils B den Existenzbereich aus. 


Wir haben damit eine Klasse automorpher Funktionen gewonnen, die 
analog mit den automorphen Funktionen einer Variablen feste wesentliche 
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Singularitéten besitzen, indem die Mannigfaltigkeit derselben, namlich der 
Geraden (M) von der Gruppe allein, nicht aber von der Wahl der Funk- 
tionen selbst abhangen. 

45. Bei Annahme der obigen Definition wird offenbar jede rationale 
Funktion von endlich vielen automorphen Funktionen wieder eine auto- 
morphe Funktion der Gruppe sein. Umgekehrt kénnen jedoch in dieser 
Weise im allgemeinen nicht simtliche automorphen Funktionen erhalten 
werden, m. a. W. ist der aus der Gesamtheit dieser Funktionen bestehende 
Kérper im allgemeinen nicht algebraisch. Um algebraische Funktionen- 
kérper zu erhalten, sind weitere Beschrinkungen erforderlich, die wie bei 
Funktionen einer Variablen im Falle parabolischer Spitzen sich auf das 
Verhalten der Funktionen in der Nahe der singuléren Stellen beziehen. 

Man kann sich hier noch die Frage vorlegen, inwieweit die Poincaré- 
schen oder verwandte Reihen zur analytischen Darstellung der allgemeinsten 
oben definierten automorphen Funktionen fiihren kénnen. 

Es ist aus den Arbeiten von Poincaré bekannt, daB jede automorphe 
Funktion einer Variablen eine analytische Darstellung vermittels der 
Poincaréschen ©-Reihen gestattet. Diese Reihen sind aus der Idee der 
symmetrischen Funktionen entstanden, und aus ihnen geht das Verhalten 
der durch sie dargestellten Funktionen den Substitutionen der Gruppe 
gegeniiber wie bei den Eisensteinschen Reihen fiir die doppeltperiodischen 
Funktionen unmittelbar hervor. Solche ,,automorphen* Darstellungen 
kénnen bei Funktionen mehrerer Variablen keine analoge Bedeutung haben. 
Denn die Reihen mit rationalen Gliedern, wie die Picardsche Verallge- 
meinerung (42) der Poincaréschen Reihen, fiihren zu Funktionen mit 
algebraischen Niveaukurven, was eine wesentliche Beschrinkung bedeutet, 
weil die Niveaukurven im allgemeinen irreduzible transzendente Kurven sind. 

Aus dem Obigen folgt, daB alle Betrachtungen, die auf einer Anwen- 
dung der Poincaréschen Reihen beruhen, nicht zu allgemeinen Resultaten 
fiihren kénnen. In dieser Hinsicht bedeutet unsere im § 2 dargestellte 
Methode zur Untersuchung der wesentlichen Singularitaéten den friiheren 
Methoden gegeniiber einen wesentlichen Fortschritt. 


VL Die Notwendigkeit der Bedingungen (A) fir die Existenz 
automorpher Funktionen. 


46. Wir wollen zum Schlu8 noch die Frage behandeln, inwieweit 
unsere Bedingungen (A) zur Existenz automorpher Funktionen notwen- 
dig sind. 

Die im Vorhergehenden untersuchten Gruppen hatten die ausgezeich- 
nete Eigenschaft, daB bei ihnen automorphe Funktionen existierten, deren 
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wesentliche Singularititen nicht von der speziellen Wahl der Funktion, 
sondern von der Gruppe allein abhingig waren. Solche automorphe Funk- 
tionen mit festen wesentlichen Singularitéten kénnen nicht mehr vor- 
kommen, wenn die erste Bedingung beiseite gelassen wird, d. h. wenn die 
Gruppe eine Folge zweiter Art enthilt. Denn es gibt bei einer solchen 
Folge kein allgemeines Haufungsgebilde, welches analog der Hauptgrenz- 
geraden wire, vielmehr variiert das Haufungsgebilde mit dem Anfangs- 
gebilde, wie aus dem Satz 12 hervorgeht. 

Sobald nun die erste Bedingung zur Erhaltung fester wesentlicher 
Singularitaten anzunehmen ist, wird die Annahme der dritten Bedingung 
im allgemeinen notwendig. Die Ergebnisse der Nr. 42 zeigen in der Tat, 
daB jede Gerade (M) eine wesentlich singulire Linie fiir simtliche auto- 
morphen Funktionen ist, von den speziellen Fallen abgesehen, wo es einen 
allen Substitutionen der Gruppe gegeniiber invarianten Punkt oder Gerade 
gibt. Die Geraden (M) kénnen daher nicht den ganzen vierdimensionalen 
Raum ausfiillen, was gerade der Inhalt der dritten Bedingung ist. 


47. Wie verhilt es sich aber mit unserer zweiten Bedingung? Diese 
Bedingung kniipft sich wesentlich an die Darsteilung der automorphen 
Funktionen vermittels Poincaréscher und verwandter Reihen, fiir welche 
charakteristisch ist, daB ihre Glieder rationale Funktionen sind. Wir be- 
haupten namlich, daB8 solche Reihen im allgemeinen nur beim Bestehen 


der zweiten Bedingung zu automorphen Funktionen fiihren kénnen. 

Es sei in der Tat Fee a) ein Glied der Reihe, wo P und Q Poly- 
nome sind. Wenn die Linie Q(z, y)= 0 Punkte im Bereiche B hat, sind 
diese Punkte nach Nr. 40 sowie ihre Transformierten algebraische Un- 
stetigkeiten fiir die durch die fragliche Reihe definierten Funktionen, und 
die Haufungspunkte sind dann wesentlich singulare Stellen. 

Wir nehmen der Einfachheit halber an, daB Q(2, y) = 0 eine Gerade 
ist. Dann enthalt die fragliche Linie, wenn die zweite Bedingung nicht 
erfiillt ist, wenigstens einen Punkt der Menge (m). Es sei dann (a) die- 
jenige Normalfolge, welche den fraglichen Punkt als Haufungspunkt z 
hat. Die Transformierten von Q(z, y) = 0 vermittels der inversen Sub- 
stitutionen von (o) werden sich dann nicht nach der Geraden 4’ haufen, 
wie in dem Falle, wo Q(z,y)=0 nicht durch a geht. In den oben 
betrachteten Fillen sind daher die Haufungsgebilde von der Wahl des 
algebraischen Anfangsgebildes abhangig, und die Reihen mit rationalen 
Gliedern kénnen nicht zu automorphen Funktionen mit festen Singulari- 
taten fiihren. Wir wollen das Obige noch durch ein paar Beispiele erlautern. 


48. Wir wahlen als erstes Beispiel die Gruppe der vierfach-period- 
schen Funktionen. 
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das normierte Periodenschema und 

(55) w=m,+m,o,+ m,a,, w' = mM, + mM, w, + Mm, w, 
der allgemeine Ausdruck zweier zusammengehérigen Perioden, sowie 
(56) z’=zr+o, y'=y+o’ 


der Ausdruck der entsprechenden Substitution. Fiir jede unendliche Folge 
der Substitutionen (55) wiachst wenigstens eine der GréBen w,w’ dem 
absoluten Betrage nach iiber alle Grenzen. Wenn somit eine Folge ge- 


wahit wird, fiir welche der Grenzwert lim = existiert, so wird fiir diese 
Folge bei beliebigen endlichen Werten von z und y: lim r = lim < sein. 


Die vierfach-periodische Gruppe ist somit eine Gruppe erster Klasse, d. h. 
die erste der Bedingungen (A) ist hier erfiillt. Dagegen sind die zweite 
und dritte Bedingung im vorliegenden Falle im allgemeinen nicht erfiillt. 
Wir wollen dies betreffs der dritten Bedingung konstatieren. 

Es sei 


(57) ax+by+c=0 


die Gleichung einer beliebigen endlichen Geraden. Ihre Transformierte 
vermittels (55) wird 


(58) az + by+c+a(m, +m, w, +m,w,)+b(m, + m,a, + m,o,)=0. 


Diese letzteren Gleichungen definieren ein unendliches System paralleler 
Geraden in unserem Raum R,. 


Um ihre Lage zu untersuchen, betrachten wir die Ausdriicke 
(59) yp = am, + bm, + (aw, + bw,)m, +- (am, + bw,)m,, 


welche die y-Koordinaten der Schnittpunkte von (58) mit der x-Achse 
fiir c= 0 darstellen. Wenn m,,m,, m, und m, voneinander unabhingig 
alle ganzen Zahlen durchlaufen, approximiert g im allgemeinen jeden kom- 
plexen Wert mit beliebiger Genauigkeit, und die Geraden (58) enthalten 
mit ihren Haufungsgeraden simtliche Punkte des vierdimensionalen Rau- 
mes. Damit dies nicht der Fall sei, miissen die GréBen a, b, aw, +ba, 
und aw, + bw, zwei Gleichungen der Form 


n,a+n,b +n, (am, + bw,)+n,(aw, + bw,)=0 
n,a+n,b+n, (aw, + bm,)+n,(aw, + baw,)=0 


(60) 
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geniigen, wo n;,%,(i=1,2,3,4) ganze Zahlen bezeichnen. Aus ihnen 
ergibt sich eine ,,singulare Relation“ der Form 
A(w,w, — @})+ Cw,+ Dw, + Eo, + F=0 

mit ganzzahligen Koeffizienten zwischen den Perioden und danach wird 
durch (60) das Verhaltnis im allgemeinen eindeutig bestimmt. Es gibt 
dann ein System paralleler Geraden (57) im Raume, deren Transformierte 
nicht den ganzen Raum ausfiillen. Die linke Seite von (57) stellt dabei 
ein dem zugeordneten algebraischen Gebilde angehériges hyperelliptisches 
Integral dar, welches in ein elliptisches Integral reduzierbar ist. 

Wenn insbesondere die Perioden w,,@, und , rational sind, wird 
unbestimmt, und jede Gerade wird dann die oben besprochene Eigen- 
schaft haben. 

Weil nun die Haufungsgeraden von (58) identisch mit den Haupt- 
grenzgebilden (M) unserer Gruppe sind, ergibt sich aus dem Obigen, daB, 
von dem Fall der Reduktion abgesehen, unsere dritte Bedingung nicht 
erfiillt ist. Nach den Resultaten der Nr. 46 und 47 ist es im allgemeinen 
nicht méglich, vierfach-periodische Funktionen durch Reihen mit ratio- 
nalen Gliedern darzustellen. In der Tat sind die Jacobischen ©-Reihen, 
welche die analytischen Ausdriicke der Abelschen Funktionen geben, un- 
endliche Summen von transzendenten Gliedern. 

Die Gruppe der vierfach-periodischen Funktionen ist ein Beispiel von 
dem in Nr. 46 erwahnten speziellen Fall, wo automorphe Funktionen exi- 
stieren, obgleich die dritte Bedingung nicht erfiillt ist. Es gibt ja hier 
eine invariante Gerade, namlich die unendlich ferne Gerade. 

49. Wir wollen hiernach ein Beispiel von einer Gruppe geben, die 
wohl] der ersten und dritten Bedingung, nicht aber der zweiten geniigt. 
Dadurch wird die Unabhiangigkeit der zweiten und der dritten Bedingung 
nachgewiesen. 

Wir betrachten die Gruppe der Substitutionen 


(61) z’=2z+a+ib, y =y+c+id, 
wo a, b,c und d beliebige ganze Zahlen bezeichnen. Aus lim '2z’|+|y’| =o 
und 


9 ‘ y’ a e+id 
(62) lim > =lnm 


geht unmittelbar wie in Nr. 48 das Bestehen der ersten Bedingung hervor. 
Die rechts in (62) auftretenden Grenzwerte bestehen aus der Gesamtheit 
aller reellen und komplexen Zahlen, wie leicht einzusehen ist. Die 
Punkte (m) sind identisch mit den Punkten der unendlich fernen Geraden, 
und die zweite der Bedingungen (A) ist daher nicht erfiillt. 
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Dagegen besteht hier die dritte Bedingung. Es sei namlich 


(63) ux+vy+1=0 
irgendeine Gerade und 
(64) u’at+v’'y+1=0 


ihre Transformierte vermittels (61).‘ Dann ist 


— u ce 3 v 
=Trlatibbuttedidyy ”" ~TFlatibutletide 








(65) ou’ 
und also 
lim u’ = lim v’ = 0 
a+id 
e+id 
gleich dem genannten Grenzwerte ist. Die Geraden (M) reduzieren sich 
auf die unendlich ferne Gerade. 
Die Gruppe der korrelativen Substitutionen (65) von (61) gibt ein 
Beispiel von Gruppen, die der ersten und zweiten, nicht aber der dritten 
der Bedingungen (A) geniigen. 


fiir eine beliebige Folge, fiir welche lim 





— u ° 
existiert, wenn — = nicht 


(Eingegangen am 14. 5, 1924.) 
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Uber automorphe Funktionen mit rationalem 
Multiplikationstheorem. 
Von 
O. SpieB in Basel. 


§ 1. 
In der Theorie der automorphen Funktionen wird die Frage aufge- 
worfen, ob eine vorgelegte Funktion J(t) sich algebraisch transformieren 





laBt, d. h. ob eine lineare Substitution /(t) = ot und eine algebraische 
Funktion f(z) existieren, so daB 
(1) J(U(t)) = F(F(t)). 


Hat I(t) die Form mt oder ¢-+-h, so spricht man auch von einem 
Multiplikations- resp. Additionstheorem. AuBer fiir spezielle Funktions- 
klassen (z. B. Modulfunktionen) ist die Theorie noch wenig entwickelt. 
Unter zwei freilich sehr einschneidenden Beschrankungen lat sich nun 
mit ganz einfachen Mitteln ein allgemeiner Satz gewinnen: 

1. soll die Gruppe der Funktion J(t) vom Geschlecht Null sein und 

nur endlich viele Erzeugende besitzen, 

2. soll f(z) eine (nicht-lineare) rationale Funktion sein. 

Unter diesen Voraussetzungen kénnen wir dann zeigen, dag J(t) 
notwendig eine elliptische Funktion sein mu resp. die Ausartung einer 
solchen. — Die Analyse der Beziehung (1) liefert zuniachst fiir f(z) ge- 
wisse Bedingungen (§ 2). Alsdann ergibt sich, daB jedes f(z), das 
jenen Bedingungen gemaB8 hergestellt wird, ein Multiplikationstheorem fiir 
eine eindeutige elliptische oder zyklometrische Funktion liefert (§ 3). 

A. Statt der automorphen Funktion z= J(t) betrachten wir die 
Inverse, die linear-polymorphe Funktion t= @(xz), von der folgende 
Eigenschaften beniitzt werden: P 
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I. ®(x) hat (nach Voraussetzung) endlich viele Verzweigungspunkte 
(abgekiirzt: VP.), woselbst sich (a) verhalt wie 


1 
(w—a)"(a+...) resp. Ig(a—a)+(a+...), 
wo die Klammer eine regulare Reihe andeutet. Ich nenne » resp. oo die 
Hohe des VP., da dieser Begriff bequemer ist, als die ,,Ordnung“ (»— 1). 
II. Bei geschlossenen Umlaufen von z in der Ebene geht @ in eine 
lineare Funktion seiner selbst iiber. 


III. ®(x) ist einwertig, d.h. in zwei verschiedenen Punkten der 
zugehérigen Riemannschen Fliche F sind auch die Werte von ® ver- 
schieden. 

IV. In einem VP. «@ sind saimtliche Zweige der Funktion ® von der- 
selben Héhe verzweigt. (Folgt aus II.) 


Zu diesen Voraussetzungen, die eine linear-polymorphe Funktion charak- 
terisieren, kommt nun noch die Forderung hinzu, daB eine rationale Funktion 


z,=f(x) n-ten Grades (n >1) existieren soll, so da8 eine Gleichung 
besteht 


(1a) ®(x,) =1G(x), 


worin | das Zeichen fiir eine lineare Funktion bedeutet. 


Bei der Diskussion dieser Gleichung kommen die folgenden Begriffe 
und Betrachtungen zur Anwendung. 


B. Durch Iteration der Funktion z,= f(x) entstehen die Funktionen 
t,=f,(x),...,%,=f,(x). Ich nenne x, den p-ten Nachfolger von x 
oder Nachfolger p-ter Stufe. Dagegen heiBt jede Zahl, deren p-ter Nach- 
folger x ist, ein p-ter Vorgdnger von x (oder Vorginger p-ter Stufe) 


und wird mit z_», x», a*%,... bezeichnet. p bedeutet hier immer eine 


positive ganze Zahl. 

C. Bezeichnet in Gleichung (1a) ®(x) einen beliebigen Zweig der 
Funktion ®(£) an der beliebigen reguiaren Stelle z, so gibt es einen die 
Punkte x, x, verbindenden Weg W,’, lings welchem fortgesetzt ®(£) 
von ihrem Anfangswert ®(z) in den auf der linken Seite stehenden 


Wert ®(2z,) iibergeht. Geht nun in der fiir die Umgebung von =z, 
é,= 2, giiltigen Gleichung 


(§,) =10 (8) 


= lings Wy’ von x nach z,, so beschreibt &, einen bestimmten Weg Wz’, 
und wir erhalten die Gleichung 


D(x,) = 1D(z,). 
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Wandert ¢ weiter iiber Wz usw., so erhalt man weitere Gleichungen der 


Form 
®(z,)=—1O(z,_,). 
Daraus folgt schlieBlich ’ ts 


(1b) ®(x,) =? D(z), 

worin 1” die »-te Wiederholung von / bedeutet und ®(2,) derjenige zu 
x, gehdrige Zweig ist, der durch Fortsetzung von ®(€) lings des aus 
den Stiicken Wy, Wz, ... zusammengesetzten Weges W,’ hervorgeht. 


(1b) entsteht aus (1a) durch den ProzeB, den ich an anderer Stelle als 
,,analytische Iteration‘ bezeichnet habe’). Schreiben wir wieder 
(=,) = 1? H(é) 
und fahren é, lings Wz" riickwarts von z, bis z, so wandert € an die 
Stelle z*, eines bestimmten der p-ten Vorginger von z, und wir haben 
die Gleichung 
® (x) = 1? D(x*,). 
Es ist nun wichtig einzusehen, daB eine analoge Gleichung fiir jeden be- 
liebigen p-ten Vorginger von x besteht. Ist z_, ein solcher, so kann 
man z eine geschlossene Bahn entlang fiihren, so daB die Wurzel z*, der 
Gleichung x = /,(€) in die Wurzel z_, iibergeht. Dabei wird die linke 
Seite in einen andern Zweig ®* iibergehen und wir erhalten also, wenn 
wir noch mit /~” ,, multiplizieren“, 
(1c) D(x_,) = 17?" (z). 
Diese Gleichung hat dieselbe Gestalt wie (1b), nur daB der Zweig der 
Funktion ® an der Stelle z nicht mehr beliebig gewahlt werden kann, 
sondern von der Auswahl des z_, abhingt. 
Unter den Punkten x der Ebene spielen drei Arten eine ausgezeichnete 
Rolle. Es sind dies 
D. Die mehrfachen Punkte von f(x) (,,MP.“ gewdhnlich mit @ be- 
zeichnet). Ein MP. von f(z) ist zugleich MP. von /,(2) von mindestens 
gleicher Multiplizitét. Namlich ist 
Z,—@,=(z—@)*(a+...), %y—g=(2%,— 0) "(0'+--.), 00 
so folgt Ty — Op =(%y-s — Q,-1)?*(@?- 9+ ve)s 
zy — O= (4 — gym *e-(6 +...) 
Also ist die Multiplizitét 4, von @ in bezug auf f, (x) 
My=heh,...h 


ye? 


d. h. = dem Produkt der Multiplizititen von 0, 9,,.--, Q,-; 


*) Verhandl. d. Naturforschenden Ges. Basel 28, 2. Teil, 1917. 
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E. Die Verzweigungspunkte der Umkehrfunktionen f_,(x). Sie sind 
identisch mit den Nachfolgern der MP. von f(z). 
Denn liefert die Auflésung der Gleichung z, = /,(x) nach x in der 
Umgebung einer solchen Stelle a die Entwicklung 
2 
z—o@=(z,—«)’(a+...), 


so folgt 


1 
a” 


rae 


x, —«=(x—)"( 


also ist g ein MP., und «=f, (e)=9,. 

F. Die zyklischen Punkte von f(x). 

« hei®t zyklischer Punkt p-ter Stufe, wenn die Nachfolger «,...«,_, 
von @ verschieden, aber «,—« ist. Ein zyklischer Punkt erster Stufe 
hei8t auch Fixpunkt. 


G. Schreibt man rechts von einer beliebigen Zahl x die Werte ihrer 
ersten Vorganger und verbindet jeden mit x durch soviel Striche als seine 
Multiplizitét betrigt; macht man dasselbe mit jedem der z_, in bezug 
auf seine Vorginger z_,, z*,... und fahrt so fort, so erhilt man eine 
Figur, die ich als Stammbaum von x bezeichne. Eine einzelne Folge von 
Zahlen xz, Z_,, 9, Z3,---, von denen jede erster Vorganger der links 
von ihr stehenden ist, hei8t ein zu x gehériger (aufsteigender) Ast. Z. B. 


2 
fir die Funktion f(z) = — Gay sieht der Stammbaum fiir + = co bis 
ins vierte Glied so aus: 


34272 4 
F a 
y, d=1=(—1) F 
co Ng — 272 

‘es \ 

Der Stammbaum eines zyklischen Punkts p-ter Stufe enthalt jeden- 
falls den ganzen Zyklus a —@,_,—@,_,—...—«, —@ (2zyklischer Ast), 
den wir nicht tiber das p-te Glied hinaus fortsetzen. Es kann vorkommen, 
daB keine weiteren Aste existieren, nimlich dann, wenn jeder Punkt des 
Zyklus ein n-facher Punkt ist. Da f(x) als Funktion n-ten Grades 
héchstens zwei n-fache Pnnkte haben kann, so gibt es bloB zwei rein- 
zyklische Typen: 


a ™ und a2 pa, 


wo ™ die n-fache Bindung andeutet. In jedem anderen Fall gibt es 
weitere Aste, die dann notwendig nichi-zyklisch sind. (Denn sonst wiirde 
« zwei verschiedenen Zyklen angehéren, was wegen der Eindeutigkeit von 
f(z) nicht mdglich ist.) 
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§ 2. 
Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir nun die Gleichung 
(14) ®(z,) =16(z) 


in der Umgebung eines VP. « von ® von der Hohe ». Fiihrt z um a« 
sukzessive Umlaufe aus, so andert sich die rechte Seite (y —1)-mal, und 
kehrt erst nach dem y-ten Umlauf in den Anfangswert zuriick. Folglich 
muB8 sich die linke Seite ebenso verhalten. Da nun jedem Umiauf von x 
# Umlaufe von z, um «, entsprechen, falls « ein u-facher Punkt von 
f(z) ist (u>1), so muB a, ebenfalls ein VP. von ® sein, dessen Héhe 
vy, = uy ist, also: 

Satz 1. Der Nachfolger eines VP. von ® ist wieder ein VP. (von 
mindestens gleicher Ordnung). 

Da ® bloB endlich viele VP. haben soll, mu8 die Reihe «, «,, «,,... 
von einem gewissen Index ab zyklisch werden, also: 

Satz 2. Hin VP. von ® ist notwendig Vorgdnger eines zyklischen 
Punkts von f(x). 

Sei jetzt a_, ein erster Vorginger von « und z_, ein solcher Zweig 
von f_,(x), der sich fiir za auf @_, reduziert. Dann gilt nach (1c) 
die Gleichung 

@(x_,) =" 8" (2), 


wo der Zweig ®* im Allgemeinen von dem ®(z) der Gleichung (1a) ver- 
schieden sein wird. Wegen der Eigenschaft IV (§ 1, A) ist « auch fir }* 
ein VP. der Hohe », und also fandert sich bei UmJaufen von x um a die 
rechte Seite in einem »-zahligen Zyklus. Fiir die linke Seite bestehen 
dann drei Méglichkeiten: 

a) Entweder ® verhalt sich bei a_, regulér wie eine ganze lineare 
Funktion, dann mu8 z_, (x) bei « von der Héhe » verzweigt sein, 

b) oder z_, ist bei a unverzweigt, dann muB @® bei a, von der 
Hohe » verzweigt sein, 

ce) oder sowohl z_, als ® sind verzweigt, x_, bei « in der Hohe h, 
® bei «_, in der Hohe »’, wobei hy’=~»y ist. Man sieht: 


Satz 3. Hin Vorgdnger eines VP. von © (der Hohe v) ist nur dann 
nicht ebenfalls ein VP., wenn er ein MP. von f(x) ist (von der Multi- 
plizitat v). 

Sei jetzt zunichst a ein logarithmischer VP. (y= co), 80 ist die 
zweite Méglichkeit ausgeschlossen, also ist jeder Vorganger eines logarith- 
mischen VP. wieder ein logarithmischer VP. Da es nur endlich viele 
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geben soll, mu8 der Stammbaum eines solchen VP. aus einem einzigen 
zyklischen Ast bestehen (§ 1, G). 

Aber auch die Umkehrung gilt, da8 namlich jeder h-fache Punkt 0 
(h>1), der zugleich zyklisch ist (9, = f,(¢) =) fiir ® einen co hohen 
VP. liefert. 

Namlich o ist dann fiir die Funktion /,(7) ein MP., dessen Multi- 
plizitét » >h ist, und zugleich ein Fixpunkt. Folglich gibt es einen 
Zweig x_, der inversen Funktion f_,(x), fiir welchen in der Umgebunz 
von @=o, die Entwicklung besteht: 


1 
z_,—e=(z—e@)"(a+...). 
Nach (lc) gibt es nun fiir die Umgebung von 0 Zweige 9, D’, 
zwischen denen die Relation besteht 


®(z_,) =I? O* (2). 


® und ®* sind bei 9 zugleich regulaér oder von derselben Hohe ver- 
zweigt. Sind sie regular und beschreibt z einen Umlauf um og, so geht 
z_, etwa in x5, tiber. Wegen §1A III ist aber D(x*,) + D(z_,), 
also andert sich die linke Seite, wahrend die rechte in sich iibergeht. 
Sind aber ©, ®* in g von der endlichen Héhe » verzweigt, so fiihrt die 
Betrachtung eines »-fachen Umlaufs auf denselben Widerspruch. o muB8 
also co hoher VP. sein und es folgt noch h—=n, p=1 oder 2. Wir 
fassen zusammen : 

Satz 4. Besitzt f(x) n-fache Punkte, die zugleich zyklisch sind, 
so ist D(x) in ihnen logarithmisch verzweigt, und umgekehrt, hat (2) 
logarithmische VP. (héchstens zwei), so ist deren Stammbaum rein-zyklisch. 

Wir fassen jetzt einen endlich hohen VP. « ins Auge. Von « kann 
ein zyklischer Ast ausgehen. Dieser besteht notwendig aus lauter ein- 
fachen Punkten, denn sonst wire nach den vorigen Uberlegungen « ein 
co hoher VP. Folglich gibt es Nebeniste, die alle nicht-zyklisch sind 
(§ 1, Schlu8). Sei a_,—a_,—a_,—...—a_,—...einsolcher. Da nur 
endlich viele VP. existieren sollen, mu8 wegen Satz 3 in dieser Folge ein 
MP. von f(x) vorkommen, in dem sich ®(x) regular verhalt. Auch in 
allen Vorgangern dieser MP. ist dann ®(x) regular. Jeder VP. von ® 
ist also Nachfolger eines MP. von f(x). Aber auch die Umkehrung gilt, 
daB jeder Nachfolger eines MP. von f(x) ein VP. von ®(z) ist. Es 
geniigt dazu einen MP. 9 zu betrachten, der nicht selbst Nachfolger eines 
andern MP. ist und den ich einen primdren MP. nennen will. 


Sei a=, irgendein Nachfolger von g, dann gilt die Gleichu...; 


(1b) ® (x,) = 1’ D(z). 
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Wegen Satz 3 und der Voraussetzung iiber g muB8 sich der Zweig D(z) 
rechterhand (und folglich jeder andere Zweig) bei x—g regular ver- 
halten. o mége in bezug auf die Funktion f(x) die Multiplizitat yu, 
besitzen, so daB z, u, Umlaufe um g, ausfiihrt, wenn 2 einen Umlauf 
um g beschreibt. Lassen wir jetzt die Variable z, um o, Umlaufe be- 
schreiben, so geht x der Reihe nach iiber in 2*, 2** usw. Aus der Ein- 
wertigkeit (III) von ® folgt wieder, daB sich die rechte Seite (» — 1)-mal 
andert und erst beim »-ten Umlauf von z, den alten Wert annimmt. 
Daraus folgt daB linkerhand ® an der Stelle 9, einen VP. der Hohe yu, 
besitzt. 

Wenn wir noch der Kiirze halber fiir einen Punkt, der Nachfolger 
eines MP. von f(z) ist, die Bezeichnung ,,typischer Punkt von f(x)“ 
einfiihren, 14Bt sich das bisher Bewiesene in den Satz zusammenfassen: 

Satz 5. Die VP. von D(x) sind identisch mit den typischen Punkten 
von f(x). 

Ein MP. selbst ist nur dann ein VP. von ®, wenn er Nachfolger 
eines andern MP. ist. Der Satz umfaBt auch die o hohen VP., da die 
zyklischen Punkte ihre eigenen Nachfolger sind. 

Jeder Punkt «@ besitzt in bezug auf f(x) eine gewisse Multiplizitat 
h=1. Die Eigenschaft IV von @ liefert noch eine wichtige Beziehung 
zwischen den Multiplizitaten der typischen und mehrfachen Punkte. Sei 
wieder @ ein endlich hoher VP., und betrachten wir einen von ihm aus- 
gehenden Ast, den wir uns mit dem letzten in ihm enthaltenen (d. h. dem 
primaren) MP. abgeschlossen denken. Ist o dieser MP. und etwa 
«= f,(@)=o,, so wird der Ast dargestellt durch die GréBen 


Op—1> Op—a> «++» Oy Q- 
Sind nun sien ' 
hy, hs, ---. hh 
die zugehérigen Multiplizitaten, so ist (§ 1,C) die obige Zahl 
My =h-h,...h,_,. 


Ich nenne dieses Produkt der Multiplizitaten kurz: die Multiplizitat 
des betreffenden Astes. Nun ist nach den obigen Betrachtungen y, gleich 
der Héhe » des VP. « der Funktion ®(x) und wegen § 1 1V unabhangig 
von der Auswahl des Zweiges. Daher mu8 diese Zahl fiir jeden auf- 
steigenden Ast von a denselben Wert haben, m. a. W.: 

Satz 6. Alle zu einem bestimmten typischen Pumkt gehdrigen nicht- 
zyklischen Aste haben dieselbe Multiplizitat. 

Damit haben wir diejenigen Eigenschaften von f(z) bereits gefunden, 
die fiir das Bestehen einer Gleiehung der Form (1a) notwendig und, wie 











sich zeigen wird, auch hinreichend sind. 
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unter dem Namen der ,,typischen Bedingungen“: 

I. Die Anzahl der typischen Punkte von f(x) ist endlich. 

Diese Punkte verteilen sich auf eine Anzahl s > 1 von Stammbiumen, 
deren jeder einen zyklischen Ast enthalt, und die zusammen das bilden, 
was ich die Stammtafel von f(x) nenne. 

II. Besteht ein einzelner Stammbaum aus einem einzigen zyklischen 
Ast, so sind seine Elemente n-fache Punkte von f(x). 

Ill. Fiir einen mehristigen Stammbaum gilt dagegen : 

a) Der zyklische Ast enthalt nur einfache Punkte. 

b) Jeder nicht-zyklische Ast endet mit einem MP. 

c) Alle zum selben Punkt gehdrigen nicht-zyklischen Aste haben 


dieselbe Multi plizitat. 
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Ich stelle sie hier zusammen 


Die folgenden Beispiele mégen solche Stammtafeln veranschaulichen : 


z,= z* — 32 


e(z*—4) 
— 





om (2+1)* 
16a(z—1)* 


1 











(wo gue seed +o) 














1 —1 
00 = oo, (—2)% , 2 a 
\(- 2) \(2) 
0 fA 28°) y(—2e) 4(— 2) 
wot 5 ‘ if e 1 
Neo 
0, (— 1) 
pots 
co=1" 
a: \3—¥8 
oo 








Ich gebe noch zwei Funktionen, bei denen eine der obigen Bedingungen 


nicht erfiillt ist: 


a — 2 (2+8)"(e-1) 








a z 


= eae 
“= (g—1)*(#—4) 














co =0-1=4 
Noo \(— 8) 
4—0=a-—4 








Ilic ist verletzt, 


IIIa ist verletzt. 
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§ 3. 
Zwischen dem Grad n einer rationalen Funktion und den Multiplizi- 
titen h,,h,,....h, ihrer MP. besteht bekanntlich die Relation 


(2) 2% — 1) = 2(n—1) (r< 2n — 2). 
Wahlt man umgekebrt fiir ein gegebenes n irgendwelche ganze positive 
Zahlen h,,...,h,, welche dieser Gleichung geniigen, so kann man fragen, 
ob eine rationale Funktion f(x) existiert, deren MP. die Multiplizitaten h, 
besitzen und deren Stammtafel unsere Bedingungen erfiillt. Indem man 
fiir die MP. und ihre Nachfolger zunichst irgendwelche Symbole og, 0,, 0, 
usw. ansetzt, kann man versuchen, das Schema einer Stammtafel aufzu- 
stellen, das formal den Bedingungen I—TIII geniigt. Man erhalt so fiir 
jedes System von Zahlen n,h,,...,h, eine Anzahl méglicher Typen von 
Stammtafeln. Z. B. fir n=3, h, = 3, h, = h, = 2 ist 














ein méglicher Typus. Setzt man dann f(z) mit unbestimmten Koeffizienten 
an, so ergeben sich Relationen zur numerischen Bestimmung der GréBen 
0,0, usw. Dabei diirfen wir drei dieser GréBen beliebig annehmen, 
z.B. =0,1,00. Denn bezeichnet / eine lineare Substitution, so gehért 
mit f(x) auch 1~*fl(z)=g(zx) zum selben Typus. Solche ,,linear-ahn- 
liche* Funktionen werden wir nicht als wesentlich verschiedene Dar- 
stellungen eines Typus ansehen, doch ist es méglich, daB derselbe Typus 
durch mehrere ,,linear-unahnliche“ Funktionen reprisentiert wird. 

Ob jeder abstrakte Typus durch ein rationales f(z) realisiert wird, 
ist nicht bewiesen. Herr V. Krakowski hat in seiner Dissertation’) fiir 
n= 2 und n= 3 alle méglichen Typen von Stammtafeln aufgestellt und 
gezeigt, daB zu jedem wirklich ein f(z) existiert, in vier Fallen gibt es 
sogar zwei Reprisentanten. Die Zahl der verschiedenen Typen betrigt 7 
(bei m = 2) resp. 11 (bei n = 3). 

Ohne auf diese Existenzfrage weiter einzugehen, wende ich mich zu 
dem Beweis, da8 die typischen Bedingungen fiir unser Problem hinreichend 
sind, indem ich zunichst einige Folgerungen ziehe. 


*) M. V. Krakowski, Rationale Multiplikationstheoreme automorpher Funktionen. 
Inaug.-Diss., Basel 1924. 
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Bezeichne 

r die Anzahl der typischen Punkte, 

8 die Anzahl der primaren MP. (die die einzelnen nicht zyklischen 

Aste abschlieBen) und also 

r+ die Zahl aller in einer Stammtafel vorkommenden GréBen. 
Jede derselben besitzt} in Bezug auf f(x) eine Multiplizitit h>1, und 
also ist 

Z(h—1)=2(n—1) oder Sh=(2Qn—2)+r+5. 


Andererseits hat jeder typische Punkt Vorginger, deren Multiplizititen die 
Summe n ergeben, daher ist auch 


Zh=rn. 
Die Vergleichung liefert die Relation 
(3) (r—2)(n—1)=s. 


Da ¢ héchstens = 2n — 2 sein kann, bestehen die drei Méglichkeiten 
r=4, s¢=2(n—1), 

(4) r=3, e=(n-~1), 
r= 2, e=0. 


Dieses Resultat ist lediglich Folge der typischen Bedingung I, gilt also 
fiir alle rationalen Funktionen, deren MP. bloB endlich viele (r) ver- 
schiedene Nachfolger haben, z. B. fiir die beiden letzten Beispiele des § 2. 

Die gesuchte Funktion ®(z) kann also (falls sie existiert) nicht mehr 
als vier VP. haben. Indem wir noch die typischen Bedingungen II, III 
beniitzen, beweisen wir den 

Satz 7. Bezeichnet » die Hohe eines VP. von D(x), und r deren 
Anzahl, so gilt die Formel 


(5) > + =(r-2). 


Wir betrachten zuniachst eine Stammtatel, die keinen rein-zyklischen 
Stammbaum enthalt. Jeder typische Punkt @ ist dann fiir ®(z) ein VP. 
von endlicher Héhe » > 1, wahrend jeder der s primaren MP. fiir ® ein 
regularer Punkt ist, also »=1 hat. Ist w_,,a@_9,...,¢-p»=@ ein auf- 
steigender Ast, sind v,,¥,,..., "» die zugehérigen Héhen, und h,,h,,..., h, 
die Multiplizitaten, so ist 


y=h,-h,-... +h 


Pp? 


daher gilt fiir zwei aufeinanderfolgende Punkte 


Y% =A seh 


: (k=1,2,...), 


(8) % = hy M41: 
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In der Tafel mégen ¢ zyklische Punkte vorkommen, wobei es nichts 
ausmacht, ob sich dieselben auf einen oder mehrere Stammbiéume ver- 
teilen. Sei a, mit der Héhe y, einer von ihnen, so verfolgen wir seinen 
Stammbaum mit Ausnahme des zyklischen Astes. Es seien a 
vi,vi,... die Multiplizititen und Héhen seiner ersten Vorginger 


, ” 


«.,,@%,,.... Wir berechnen uns die Summen iiber diese GréSen 


= h, uad p+ =, 
wobei das = sich aber nur auf die typischen Punkte (fiir die », > 1, 
h, < », ist) erstrecken soll. Nun ist die Summe aller h,, da der zyklische 
Vorginger nicht gezahlt wird, =(n— i). Ist noch 
= der Zahl der primiren (daher nicht-typischen) MP. unter den «_,, 
so hat man von der. genannten Summe s,-y, zu subtrahieren. Somit er- 
i me Zh, =(n — 1) — 8, -%. 


Andererseits folgt aus den Gleichungen 





»y=hy=hy =... sofort = ~ > h,- 
Dies gibt ne 
> 2 = 2 — 8; analog gelten die Gl. : 
1 oO 
1 1 
Pin Ei-- 
(9) a” TR 
¥ v 
¥ 1 
.. "k—-1 - 





worin die Summen sich iiber alle k-ten Vorginger von «,, die typische 
Punkte sind, erstrecken und s, die Zahl aller primaéren MP. der k-ten 
Stufe bedeutet. In der Tat, ist a, ,) einer der (k — 1)-ten Vorginger, 
so ist bei analoger Bezeichnung 


#) *& (@) nD w® 
Mea he % =k -™% =..., 
also 
= @) n @) 
~o “om D> hf = 9 ‘(n — & -7E1) ~ a, & - 


Summiert man diese Gleichung iiber alle Elemente derselben Stufe, d. h. 
iiber i, und setzt > s{” — s,, so erhalt man die obige Formel. 
Ist & der gréBte Index, fiir den es noch », >1 gibt, so ist fiir die 


Stafe k+1 3) = 





zu setzen, d. h. es ist 


(9a) 0—n S > Sxo3° 
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Schreibt man fir ++ 71+ S7>+... kurz >- und setzt 


8 t+a;+...+48,,,=8*, 
so erhalt man durch Addition aller Gl.(9) und (9a) nach leichter Um- 
formung 


zi 





n—l° 


Diese Formel bezieht sich zunachst nur auf die nicht-zyklischen Vorginger 
eines einzigen der c zyklischen Punkte der Stammtafel. Addiert man aber 
die ¢ entsprechenden Gleichungen, und schreibt 2 s*=s, so hat man 


(10) 


yi. 


n—l 


Hierin durchléuft » die Héhenzahlen aller typischen Punkte, d. h. aller 
VP. von ®, und s bedeutet wie friiher die Anzahl aller primaren MP. 
Setzt man fiir s den Wert aus (3) ein, so folgt (5). 
Wir hatten beim Beweis angenommen, da8 die Stammtafel keinen reinen 
Zyklus enthalte (erster Fall). Kommt nun das Schema o™ 9 einmal vor, 
(zweiter Fall), so scheidet der Punkt 9, fiir den » =o wird, aus der Be- 
trachtung aus, fiir die iibrigen gilt wieder Gl. (10) und somit (5). Endlich 
im dritten (rein zyklischen) Fall ist s=0, r=2 und die beiden » = co, 
was mit (5) im Einklang steht. Diese Gleichung gilt also allgemein. 

Damit ergibt sich aber in jedem der drei Fille sofort die Existenz einer 
Funktion ® der verlangten Art, die der Gl. (1a) geniigt, und zwar speziell 
in der multiplikativen Form 


(11) 


ist » ein Fixpunkt von f(z), so setze man 


(12) 


Fall I. 


®(xz,) = m O(z) 
Stammtafel ohne reinen Zyklus, ® hat nur algebraische VP. 


(m = Konstante ). 


Durchlauft « alle typischen Punkte, » die zugehérigen Héhen, und 


®(2)=f (2-6) 


1 
’ 


—=-1 


-dz. 


Zum Beweis von (11) hat man zu zeigen, daB der Quotient 








_ JT (2,—«@) dz, 
T= ~- 2 
IT (z—«)" 
gleich einer Konstanten (m) ist. Nun hat z, = f(z) die Form 
P(z) dz, Z (2) 
_— ’ ee 
Q (z) dz @Q (2) 


wo P,Q,Z ganze rationale Funktionen sind. Wir diirfen dabei ohne 


wesentliche Beschrinkung annehmen, daB oo nicht unter den typischen 
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oder mehrfachen Punktei: vorkommt. Die letzteren sind dann die simt- 
lichen Wurzeln von Z(z). Wir betrachten die ersten Vorginger eines 
beliebigen @. Ist einer davon = « selbst, so ist der Zahler des Bruches 
(z,—«) durch (x—«) gerade einfach teilbar (IIIa der typischen Be- 
dingungen), der Faktor (x—«) hebt sich also in 7 heraus. Ist aber 
@_,+«, so enthalt der Zahler von (z, — «) den Faktor 


h ¥ 
(2—a_,)", wo ba 
a 


nach Gl. (8), also der Zahler von (z,—«@)’ den Faktor 


1 1 
—-h —=1 


(2—a_,)” =(x—a_,)’ -(e—a,)'™. 


Ferner ist der Zahler Z(z) von on durch (x —«_,)"~* teilbar. Daher 
fallt auch (x —a_,) aus 7 heraus. Und da jedes « im Nenner von T 
Vorginger eines andern « (eventuell seiner selbst) ist, so muB jeder 
Faktor (x —«) herausfallen. AuSerdem erhalt 7 den Nenner Q in der 


Potenz 
D(b-1)+2-F2-rp2—0 


nach (5), somit ist 7, wie behauptet, eine Konstante. Den Wert von 


1 1 


—- =-1 —-1 


(13) m= f’(z)-(2=2)" poy (ans) 





z—a \z—a’ z—a” 
erhélt man am einfachsten, wenn ein Fixpunkt  existiert, der nicht zu 
den « gehért. Offenbar wird dann 
m = f'(«). 
Ist aber ein gewisses « Fixpunkt, so folgt aus (13) fir r= «a 
E 1 
m=f ‘(w)" , 
Fallt gegebenenfalls der Fixpunkt « in den Punkt oo, so fallt in (13) die 
entsprechende Klammer fort, und man erhalt 


1 


m=f'(cc) ”, wo f' (co) = lim (=) 


4 
ist. Das Integral (11) ist im Fall r= 4, wo a»>= 2, also alle »= 2 
1 


werden, ein gewdhnliches elliptisches Integral. Im Fall r=3 ist ®(z) 
eine der bekannten Dreiecksfunktionen mit den Verzweigungszahlen (333), 





mn «éatOUumnmtlCO 
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(236), (244). Z. B. die dritte Funktion f(z) am Schlu8 von § 2 multi- 
pliziert das Integral: 
dz , 
mit m=)—2. 
Sees 1)* 

Fall Il. Die Stammtafel enthilt einmal das Schemag™ 9. (2) 
hat 9 zum logarithmischen VP. 

Wirft man g nach oo, so wird f(x) eine ganze Funktion. Nach (4) 
kann s jetzt nur den Wert (n—1) haben, und also ist r= 3. Es gibt 
somit auBer co nur zwei VP. mit yy = 1,ah »=2. Wir bilden 
wieder das Integral (12), wobei abcr a den Wert 9 =oo ausliBt. Das- 


selbe reduziert sich auf 
=z 


= f dz 
Y ji-—z 
Der Beweis von Gl.(11) fiir dieses ®(z) verliuft analog, nur daB ein 
Nenner Q nicht auftritt. Die Stammtafeln der f(z) dieses Falls sehen 
je nach geradem oder ungeradem n 80 aus: 


























pend 
n=2k IA Ze. 
(1) ——— (~ 1) =e" F() 
Ny Ne 
oe” \ Ck) 0” \ (k) 
_— I \ 4 \ 
ower’ |wMee) . (n= 
NW) \(-1) 
(#) (k) 
oder o” 9’ o” 0’ 
Ze IZe 
(1) (—1) (1) 











wo noch jedesmal das Schema co ™ co hinzuzufiigen ist. Die beiden ersten 
Tafeln zeigen den Fixpunkt » = 1 und gehéren zum arc cos(z), die letzte 
gehért zum arc sinz, der den nicht-typischen Fixpunkt w = 0 hat. 
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Fall IIL. Die Tafel besteht aus den Zykeln 








oo, oo oder oma 




















Fiir 9 = 0, o =co werden die zugehérigen f(x) 


z,=2" und z,=—-; 
mit 
@(x)=Igz, m=n resp. =. 


Die gefundenen Funktionen @ sind bis auf eine multiplikative Kon- 
stante die einzigen, die Gl.(11) geniigen. Denn durch f(z) sind Lage 
und Héhe der VP. von @® gegeben, letzteres also bis auf eine lineare 
Substitution festgelegt. Die allgemeinere Gl. (1a) ist also nur lésbar, 
wenn sie sich auf (11) transformieren 1a6t, d.h. wenn die Substitution 7 
vom hyperbolischen oder loxodromen Typus ist (dam-+ 1). Wir fassen 
unser Resultat in den Satz zusammen: 


Satz 8. Hine eindeutige linear-automorphe Funktion, deren Gruppe 
bloB endlich viele Erzeugende besitzt, und die ein nicht-lineares rationales 
Multiplikationstheorem hat, ist notwendig eine elliptische oder zyklome- 
trische Funktion. 


Im Fall, daB f(z) linear ist, versagt die obige Methode. Die Satze 2 
und 3 ergeben bloB, daB f(a) zyklisch von endlicher Ordnung sein muB. 
DaB der Satz 8 nicht gilt, zeigen folgende Beispiele: 


7 gears, 1 
2. Fir J(t)=sn(2* igt), wo sn die Funktion Sinus amplitude be- 
xi 8) 
me 
2k 


deutet, m =e , gilt J(mt) = POE wo k der Modul ist. 


3. Die Modulfunktion 4(#) (nach Klein-Fricke) geniigt der Relation: 
A(#¢+1)=1-—A(#). 


(Eingegangen am 25. 5. 1924.) 
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Uber die asymptotische Darstellung der Eigenfunktionen 
linearer Integralgleichungen. I. 


Von 


A. Hammerstein in Berlin. 


Einleitung. 


In dieser Arbeit soll das asymptotische Verhalten der Eigenfunktionen 
linearer Integralgleichungen unter gewissen Voraussetzungen tiber den Kern 
bei wachsenden Eigenwerten untersucht werden. Das Ergebnis laBt sich 
in folgendem Satz zusammenfassen : 


Fiir 0< 2, y <1 sei der Kern K(x, y) stetig und symmetrisch. Er 
besitze sowohl fiir O<2<1, 0<y<z als auch fir 0<2<1, r<y<l 
stetige partielle Ableitungen bis zur dritten Ordnung einschlieBlich, und 
diese mégen bei Anndherung an die Rdander threr Definitionsbereiche 
endlichen, von der Art des Heranriickens unabhangigen Grenzwerten zu- 
streben. 

Ferner sei 

aK‘z,y) Hanger 


7. = — (x) 


fiir 0 <2<1 gréBer als eine positive Konstante. 

Bezeichnet p, (x), q(x), --+, P,(%),--- das vollstandige normierte Or- 
thogonalsystem des Kerns und 4i,, 4,,...,4,,-.- die entsprechenden Higen- 
werte, so gilt fiir zu positivem i, gehdriges p,, (x), WENN %,, %y, +++) yy +++ 
von x unabhdngige Konstanten bedeuten, 





».(2)= |; 2 g(2)* sin (V2, | S(t) at + x,) +B, (2), 
fsctat 0 


1 dgn(z) _ 2 4 4 } 
Yi, dz V fscotar © cos (VA, J 8(t) dt+x,)+R,(z), 
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114 A. Hammerstein. 


wobei unter R(x) jeweils ein Restglied zu verstehen ist, welches gleich- 
mapig in x mit wachsendem n den Grenzwert Null hat. 

Der Satz sagt beispielsweise aus, daB die Anzahl der Nullstellen von 
y,,(%) fiir groBe n iiber alle Grenzen steigt. 

Die asymptotische Darstellung der Sturm-Liouvilleschen Funktionen‘) 
ist in dem vorstehenden Ergebnis enthalten, da der Kern der Integral- 
gleichung, deren Eigenfunktionen sie sind, die hier geforderte Gestalt hat, 
und die Konstanten x, und Eigenwerte 4, vermége der hinzutretenden Rand- 
bedingungen naher bestimmt werden kénnen. 

Eine einfache Folgerung sei noch erwahnt: Fiir einen positiv definiten 
Kern von der Beschaffenheit des behaupteten Satzes divergiert die Reihe 


Dee : . In der Tat, wire dies nicht der Fall, so wiirde, den Ausdriicken 


a=i | 


fiir a ) und feos) entsprechend, Dy aa. #09) gleichmaBig kon- 





vergieren und miiBte somit oR (s.9) Sistine: diese Funktion ware also 


entgegen der Voraussetzung stetig. 

Der Beweis wird, nachdem in §1 zwei Hilfssitze vorausgeschickt 
sind, in §2 zuniachst fiir den Spezialfall S(z)=—1 gefiihrt. Auf diesen 
kann, worauf mich Herr Léwner aufmerksam machte, die Behauptung bei 
nicht konstantem S(x) unter der Annahme zuriickgefiihrt werden, dab 
S(xz) eine dritte stetige Ableitung besitzt. Dies geschieht in § 3. In § 4 
endlich wird der allgemeine Fall behandelt. Von den Ergebnissen der 
§§ 2 und 3 wird hierbei kein Gebrauch gemacht, so daB § 4 direkt nach 
§ 1 gelesen werden kann. Der Fall S(x) = 1 ist nur der gréBeren Klarheit 
der Darstellung halber vorweggenommen, da sich der Beweis hier als 
besonders durchsichtig erweist. 


§ 1. 
Hilfssitze. 
Hilfssatz 1. Unter den tiber den Kern K(x, y) in dem genannten 
Satz gemachtien Voraussetzungen besitzt die Funktion 


=2+0 
B(x) = 2H: os au 0 (0<2<1) 


=z-0 


eine erste und zweite stetige rh sh nach x, und es besteht die Be- 
zitehung 

8 y=2z+0 
(1) Se). Pay) (0<2#<1). 


es y=z-0 


1) Z. B. A. Kneser, Die Integralgleichungen und ihre Anwendungen in der 
mathematischen Physik, 2. Aufl., § 29. 








. ———— 
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Beweis. Unter F(z, y), Fy (2, y), Fay (2, y), Pay (2, y), 
Pas (2,9) = Fey) (2,y), Fras (2,9); Faay (2,y), Fin (#,Y), Posy (2,9), 
Fisea) (ZY) verstehe man diejenigen Funktionen, die im Innern des Drei- 
ecks OS[2t51, OSySz beziiglich mit den Werten K(z, y), 
ak aK #*K #*K #*K #*K eR eR PK HK 
dz’ dy’ d2*’ dzdy dydz’ Dy*’ dz*’ da*dy’ dy*dz’ Dy* 
iibereinstimmen und auf den Randern als die entsprechenden Grenzwerte 
derselben eindeutig erklirt sind. In dieser Bezeichnung ergibt sich mit 
Riicksicht auf die Symmetrieeigenschaft des Kerns 


Sta ye F(z, y) fir 0<2<1, 0S yz, 
' P(y, x) fir O<2<1, rSy<l; 


aK (zy) _ Fy(z,y) fir 0<2<1, 0S y<z, 
ex F.(y,2) fir O0<r<1, e<ySl; 


rien) { Seale, 9) fir 0<2z<1, 0S y<z, 














ox? Fay (y,2%) fir O<2<1, r<ySl, 
und 
=2+0 
$F ie”) y=" = F,) (2,2) — Fy(2, 2) = 8(x), 
“s y=z-0 
a* Ka, y) |¥=#*° 
(2) a8 ® = Fu (x, 2) — Pay (2, z). 


y=2-0 
Aus der fiir 0 << 2,< 2,<1 giiltigen Relation 
S(2,)—S(x,) 
%, — 2% 
1 
= Zoe, hn (% ©) — Fo) (2, 2%) + Pray (21> 2%) — Fr (2s, 24) 


— Poy (2, 2) + Poy (25 tq) — Foy (%4> %y) + Fay (%qs %)} 
folgt nach dem Mittelwertsatz 
S(z,)—S8 (2) 
%— % 
= Fos) (%1, 2, — 9, (2%, — %)) + Puy (%, — 0, (2, — 2), 24) 
— Fua (1, % — 9,(%, — %)) — Fuy(%, — 9,(z, — 2), %), 
0<%<1 (¢=1,2,3,4). 
Wird hierbei F,,,)(z, y) = Fy,4,(, y) beachtet, so ergibt sich, daB der 
Differenzenquotient von S(z) sowohl bei Annaherung von rechts als aich 
von links an den Punkt 2 ein und demselben Grenzwert 
8'(z) = Fou (2,%)— Fuy(2, 2) 
zustrebt, was die behauptete Beziehung (1) auf Grund von (2) im Ge 
folge hat. 
g* 
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Um jetzt die Differenzierbarkeit von “S‘*)— g’(z) zu erkennen, 





bilde man fiir 0 <2z,<2z,<1, indem man beriicksichtigt, daB S’ aus 
Figg, und F,,,, ebenso zusammengesetzt ist wie S aus F,, und F,,, den 
Quotienten 
8"(z,) — 8"(x,) 
2, —2 
= Free (21,7, — 9, (2, — 2)) + Freax) (21 — 8, (2, — ©), 2) 
— Fore (Z1» % — 95 (2, — %y)) — Pary (4%, — 9 (2%, — 2), %y), 


0<8,<1 (¢=1,2,3, 4). 
Daraus folgt 


8"(z) = Fises) (2, %) + Peasy (2, 2%) — Perse (%, %) — Poss) (2, 2). 

Die unmittelbar einleuchtende Stetigkeit der einzelnen Posten auf der 
rechten Seite zieht die von S” (x) nach sich, womit der Hilfssatz 1 be- 
wiesen ist. 

Hilfssatz 2. Die Funktion F(s,t) sei im Rechteck 0<8s <a, 
0<t<b beschrankt, und mit Ausnahme von héchstens endlich vielen 
durch stetig differenzierbare Funktionen dargestellte Kurvenstiicken stetig. 
Die Funktion w(s) habe fiir 0 <s <a eine stetige nirgends verschwin- 
dende Ableitung. Dann gilt gleichmafig bei jeder Wahl einer fiir 0O<t<b 


lediglich der Bedingung Sot)*at =1 wunterworfenen stetigen Funktion 

y(t) und gleichmafig fiir jeden Wert der nur den Ungleichungen 
O<e<a, 0S f<b, 750 

gentigenden Konstanten «, B, y 


7 sin 
lim {fre t) p(t) cos | (8) +y) dsdt=0. 


Beweis. Nach der Schwarzschen Ungleichung gilt fiir das Doppel- 
integral der Behauptung 


(f( fre. t) a (a) + 1)d)-9()at) 


< f (fr t) SO 1(co(8) + rae) at-f p(s 


0 


< f (frte.n i roe trae) at 
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w’(s) im Intervall <0,a@) nicht verschwindet, kann durch u = w(@) 
eine neue Integrationsveranderliche eingefiihrt werden, womit der vorige 
Ausdruck die Form annimmt 

b @ (a) 


du y 
( f F(s(u), t) “oat u+y): ve) dt 
0 (0) 
w(a)@(a) b 
{ F(s(u), t) F(s(v), t) *, 


J @'(8(u)) wo’ (8(v)) oe" +75 
(0) w(0) 0 





t+ y)dtdudv. 


Man setze nun 


b 
_ | F(s(u), t) F(s(v), t) 
L(u, o) =f w’ (8 (u%)) @’ (8(v)) at, 
0 





und bezeichne mit M die offenbar von y(t), a, 8, y unabhiangige obere 
Grenze von | L(u,v)| fir o(0)< u,v w(a). Zufolge der Integrabilitat 
von L(u,v) kann das Quadrat w(0)<u,v<w(a) durch Parallele zu 
den Achsen so in m Teilquadrate g, zerlegt werden, daB, unter s, die 
Schwankung von L(u,v) in g, verstanden, bei gegebenem « 


SoeSe 


v=1 
ausfallt, und iiberdies die Seitenlinge von g, unterhalb « liegt. Ersichtlich 
ist m von der Wahl von (t),a@, 8, y unabhiangig. Man zerlege nun das 
Quadrat w(0)<u,v< (a) in einen aus allen ganz darin gelegenen 
Teilquadraten g, bestehenden Teil, und den noch verbleibenden Rest. 
Dieser setzt sich dann aus zwei Streifen zusammen, deren Lange jeweils 
héchstens (a) betrigt, und deren Breite nicht gréBer als die Seitenlange 
von q, ist, so daB sein Inhalt 2ew(a) nicht iibersteigt. Bezeichnet nun 
u,, v, fir »=1,2,3,... einen Punkt in g,, so erhalt man, wenn die 
Summen iiber alle ganz im Quadrat w(0)<u,v<w/(a) gelegenen gq, 
erstreckt werden 
@ (a) @ (a) 


L(u, an uty). SP U(v-+7)dude 


@(0) wu) 


S| L(m, %) | f (82 1(u+ 7) 2 1(0+ pando] 





+ ZfJlewe — L(u,, ae 


<u> £4 3 


v=1 v=1 
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Hieraus ist ersichtlich, daB ein von y(t), a, 8, y unabhangiges 1, derart 
gewahit werden kann, da8 vorstehender Ausdruck fiir / > J, unter konst. -e 
sinkt, was somit auch fiir den Betrag des Integrals der Behauptung gilt, 


w. z. b. w. 
§ 2. 
Der Spezialfall S (a) = 1. 


In diesem Paragraphen tritt zu den bisherigen Voraussetzungen iiber 
den Kern die weitere 


@K(z, y)|*=**° 


Pr = S(z)=1 


hinzu. 
Zur Abkiirsung werde “X(+¥) _ K'(z,y), “X@_ K"(z,y), 


3 
oF isy) = - K" (2, y) gesetzt. Durch Differentiation der Integralgleichung 


1 
9a (2) = 4, {K(z, 9) 9, (y)dy 
nach z erhalt man unter den iiber den K(z, y) giiltigen Annahmen 


vi(2) =A, f K'(2, v)o,(v)dy + 2,5 K (2, v)9,(v)ay, 


Gu(2)=4,[K'(2, pero Pa(t) +4, (2, 9) Pay) ay, 


oder 
(3) 9, (2) +4, 9, (2) = 4, ®, (x), 
wobei 
(4) ®, (2) = [K'(z, y)%,(y) dy 


bedeutet. In Riicksicht auf die Hilfssatz 1 zu entnehmende Relation 
n” y=2+0 as 
K (z,y)| z= 


wird 
(5) ®,(2) = [K"(z, y) p(y) dy. 


Von jetzt ab sei 4, positiv angenommen*). Bekanntlich hat dann 
das allgemeine Integral von (3), Vi, = 1, gesetzt, die Gestalt 


?,(%) =e, sinl, x + B, cost, 2 +I, f (2) sin (2 — 2) ds, 


*) Damit der Satz etwas aussagt, ist natarlich die Existenz unendlich vieler 
positiver Eigenwerte vorauszusetzen. 
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wobei a,, 8, von n abhiangige Konstanten bedeuten. Hieraus folgt durch 
partielle Integration 


?,(%) =e, sinl, z+ (8, — ®,(0)) cos, x +, (2x) 
— f ®5(2) cost, (2 — 2) de, 
oder, bei geeigneter Wanl von A, und x, (0 <x, < 22), 


(6) 9, (2) =A, sin(l, 2 + x*,)+ & (2) ~ f.o'(2) cos 1 (x — z)dz. 


Das Integral rechter Hand hat gemaB (5) den Wert 


ai 


FI R"(2, v) 4(y) cost, (2 —2)dyde. 


Der Hilfssatz 2, mit a=—1, b=1, F=K’, w(s)=—8, a=2, 
B=1, y=2 angewandt, lehrt nun, daB dasselbe gleichmaBig in 2 fiir 
unendlich werdendes n den Grenzwert Null hat. (2) ist also nach (6) 
von der Form 
(7) ?, (2) = A, sin(t,2 + *,) + ®,(%) + R, (2), 
wo R,(2), wie immer in der Folge, ein Restglied bezeichnen mége, wel- 
ches bei wachsendem®*) n gleichmaBig in x der Null zustrebt. 

Aus (4) folgt nun nach der Schwarzschen Ungleichung und wegen 


1 


J %n(y)'dy =1, daB |®,(x)| unter einer von x und n unabhingigen 


Konstanten liegt. Mit derselben Begriindung ergibt sich demnach gema8 
(7) die Beschranktheit von 


1 
A J [sin (1,2 + x,)]°dz, 
1 
was zufolge von lim f (sin (1,2 +.,)]°dx—} die der A,-Folge nach 
sich zieht. or eh 
Mit dem fiir p, (2) gefundenen Wert (7) werde jetzt in (4) eingegangen: 
1 
®, (2) = A, f K" (x,y) sin(l,y +%,) dy 
0 


+f K"(z,y) ®,(y)dy + J K"(2,y)R(y) ay. 


*) Hier, sowie im folgenden stets, ist natiirlich gemeint, daB m durch die zu 
positivem 4, gehérigen » wachst. 
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Da |A,| unter einer von n unabbingigen Konstanten liegt, hat der 
erste Posten hierin fiir groBe n gleichmaBig in x den Limes Null, wie 
man etwa durch Integration nach Teilen erkennt. Dasselbe gilt fiir den 
letzten Posten. Infolgedessen geniigt ®,(x) einer Integralgleichung der 
Gestalt 


1 
®, (2) =f, (2) + J K"(z,)®,(y)dy, 
wobei lim f,(z)=0 gleichmaBig in x ist. Bezeichnet (x,y) den zu 


K" (x, y ) gehdrigen lésenden Kern und y, (zx), y,(z),.-.., y,(2) die ortho- 
gonalen, normierten Nullésungen in 2, falls solche vorhanden sind, so ist, 
wenn unter a,, von z unabhiangige Konstanten‘) verstanden werden, 


(8) (2) = Sony. (2) + (2) + Jew heyday 


r 
— = Fav Yr (x) + R, (2). 
Wegen der Beschranktheit von | ® (z)| liegt auch 


1 r . 
f (3 any, (x))* de cS > any 


unter einer von n unabhingigen Schranke, woraus man das gleiche fiir 
|a,,| erschlieBt. Gleiching (7) und (8) zusammen ergeben jetzt 
r 
(9) Y,,(%) = A, sin (1,2 + #4) +X Gur Yr (2) + Ra (2). 
Nun soll gezeigt werden, daB die GréBen a,, mit wachsendem n gegen 
Null streben. Den Ausgangspunkt hierzu bildet die Orthogonalitatsrelation 
1 
f (2) Pq(2)dx = 0 (n+ m). 


Fiir alle zu positivem A,, 4,, gehdrigen (x), p,,(z) und m>n folgt 
daraus nach (9) 

1 
—74,4,, f (cos ((2,, +0,)2-+ x,, + x,] — cos [(2,, —1,)2-+x,, —x,])dx 


ey or (lim R, = 0), 
v=1 


n->@ 


wobei in Riicksicht auf die Beschrinktheit von | A,| und |a,,| die Posten 
der Form 


Andy J y, (x) sin (1,2 +- %,) dx 


*) Falls keine Nullésungen existieren, sind freilich simtliche a,,=0. 
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auf Grund partieller Integration in das Restglied R, aufgenommen sind. 
Bedeuten c, und c, zwei von mn und m unabhangige Konstanten, so hat 
man also 


(10) |S 





¢, Cy 
Soran tgp tlel- 


Die positiven Eigenwerte seien jetzt mit d,,, d»,, 49,, ... bezeichnet. 
Angenommen, die dazugehérigen Konstanten 


Qn,i an, eee Onyr 


Gny1 Ong2 +++ Ongr 
(11) 


hatten mit wachsendem n nicht den Grenzwert Null, so gibe es eine Zahl 
«>0, so daB, was durch geeignete Festsetzung der Bezeichnung zu er- 
reichen ist, in der ersten Spalte obigen Schemas unendlich oft |a,,| > « 
ware. Beschrankt man sich in (11) auf diejenigen Zeilen, die durch 
|@y,,| > « charakterisiert sind, so mu8 in denselben mindestens eine Kom- 
bination der Vorzeichen von 


On. Ong --+ Ons 


unendlich oft vorkommen. Man kann also eine weitere unendliche Folge 
von Zeilen so auswahlen, da alle a, derselben Spalte dasselbe Zeichen 
haben oder verschwinden. Unter der gemachten Annahme gabe es also 
eine Teilfolge a,;, der a, derart, da |a,;,| > und fiir alle nj, ng der- 
selben ay‘,@n,,20 (8 =1,2,3,...,7) ausfiele. Bestimmt man noch zu 
jedem nj ein mj aus der Teilfolge durch die Forderung Ap: > 4/,', so 
ware fiir jedes nj und das zugehérige m; 


rT ? 
| 3 ans Omi» | = Oni r Omi» 2 Oni Omi. > a. 
v=1 vol : 


Andrerseits liefert (10) 





r 
Am! r. ame | ' 
| ane mi Stet lByl, 
was bei hinreichend groBem nj zu einem Widerspruch fiihrt. Somit ist 
lim Qn, = 0. 
a?>@ 


Aus (9) hat man deshalb fiir zu positivem 4, gehériges ¢, (x) 
Pn (2) — A, sin (1,2 a %q) > R,,(2). 
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1 1 

Wegen fy,(x)*dz=1 und lim J (sin (1,2 + *,)]"d2 = erhalt man 
0 >@ 
durch Quadrieren und Integration zwischen 0 und 1 aus der vorigen 
Gleichung lim Aj; =2. Somit stellt 
n= @ 
,, (©) = V2 sin (1,2 + x,) + R, (2) 
den behaupteten asymptotischen Ausdruck unter der Annahme S(z) = 1 
dar. Die entsprechende Formel fiir die Ableitung (2) wird in § 4 all- 
gemein bergeleitet. 
§ 3. 


Zuriickfiihrung des Falles mit dreimal stetig differenzierbarem S (2) 
auf den Fall S(xa)=1. 


Zu den Voraussetzungen des eingangs ausgesprochenen Satzes werde in 
diesem Paragraphen die folgende hinzugenommen: K’(zx, y)|¥-**) = S(z) 
besitze eine stetige dritte Ableitung. 

1 


Bedeutet J die Konstante J= { S(t)+dt, so stellt 
0 


#(2) =F [8 (t)*at 


fir 0< 2<1 eine wegen S(xz)>x> 0 monoton von 0 bis 1 wachsende 
Funktion von z dar. Ihre Umkehrfunktion sei mit z= o(&) bezeichnet, 
so daB also 


o'(@) =F = J8(0(8)) * 
ist. In 
1 
(12) (2) =A, f K (x,y), (y)dy 


fiihre man durch r= o(¢) und y=g(m) neue Verinderliche ein; dies 
ergibt , 
Pn (0(6)) = 4,5 f K(e (6), 0(n)) %q(e(n)) $(e(n))~*dn,. 
Wird hierin noch 
(13) 7* 8 (0(8)* p,(e(8) = x48) 


gesetzt, so findet sich durch Multiplikation der vorigen Gleichung mit 


J s(eey: 


(8) = Ja, f 8(0(8)*K(0(E), (mM) 8(0(n))* x(n) dt. 
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Diese Beziehung geht vermége der Abkiirzung 


J~'8(0(8)) *K(o(8), o(n)) 8(o(n))* = K(E, ») 
in 
(14) tn (6) = JA, J K(E, 0) 20(n) dn 


tiber. Ferner ist 


J Pn (2) P_ (2) dz = f _ (0 €)) Pm (0(8)) IS (018) tag = f tu (8) Xm (8) 48. 


Man erkennt nunmehr leicht, daB wenn y,(z) die zu den positiven Eigen- 
werten 4, gehdrigen orthogonalen normierten Eigenfunktionen von (12) 
durchlauft, z,(¢) die zu den positiven Eigenwerten J*4, gehérigen nor- 
mierten orthogonalen Eigenfunktionen von (14) darstellt. 

Aus 


eK 2) — 8 (0(8))* K’(0(8), o(n)) 8(@(8))* 8(e(n))* 


-4 - 
4s 48008)" K (018), 010) 8(0(n))* 


ergibt sich wegen der Stetigkeit von K(z,y) und S(z) 


aK (E, 9) re. -1 ‘ _— 
a8 ds. [x (een) | 1. 


Da K(é,7) tiberdies, den Annahmen iiber S(x) gemaB, die in § 2 ver- 
langten Differenzierbarkeitseigenschaften besitzt, sind die dort gemachten 
Voraussetzungen erfiillt, und fiir 7, (¢) folgt die Gestalt 


tn() = V2sin(JVA,E + x,) + R, (8), 
was nach (13) wie behauptet 


S.. 4 + 
(2) = Y— (2) sin(Vi, f S(t)'dt+x,) + B, (2) 
f sce ae ’ 


nach sich zieht. 


§ 4. 
Beweis des allgemeinen Falles. 


Den Ausgangspunkt zum Beweis des allgemeinen Falles bildet, wie 
in § 2, die durch zweimalige Differentiation von 


on (2) = 4, f K(2, 9) oq (yay 
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entatehende Gleichung . 
pn (2) =A, 95 (2)[K' (2, 9) passe t And K'(2, v) Pa(y) ay 


oder 

(15) on (2) +4, 8 (2) gp, (2) = 4,0, (2), 
wobei 

(16) ®,(z)= f K"(x, ¥) 9, (y) dy 


bedeutet, und Hilfssatz 1 gema& 


O,(2) = f K"(2, 9) (yay + 95 (2)[K" (2, 9] pmer0 


y=2+0 
; mn" 
(17) = J K"(2, 9) e,(y)dy — 8(2) 9, (2) 
ist. 
= 1 
Man setze & = f S(t)* dt, und bezeichne die fir 0 <é< f S(t)* dt 
0 0 
eindeutige Umkehrfunktion mit z= (&). Dann ist ot — 8(2)* und 


de(®) _ g(o(g))*. Fir Y,,(2) fiihre man eine Funktion z,(¢) durch 
dé P , 


(18) 2,(€) = 9, (0(€)) 8(0(8))' 


ein, so daB also 
Pq (2) = 2, (F(2)) 8(x)*, 
(19) 49_(#) _ or 8 (2)! — 18(x)*s’(x)z,(€), 





a’ n a* n i d . , 
See = Ft 8 (2) — 7 gy (Sle) *8'(2)) 2, (2) 





wird’). Gleichung (15) nimmt somit die Gestalt an 
Test) + y2y (E)— A, (0 (8)) 8(0(8)) + A(E)AQ(4)s 


worin A(é) eine von m unabhangige stetige Funktion von ¢ bedeutet. 
Da nun das allgemeine Integral von 


2"(£) + U'2(€) = h(E) 


die Form 


£(8)—esintg + poosté +4 f a(¢)sint(¢ —t)dat 


*) Die zweimalige Differenzierbarkeit von S(z) ist in Hifssatz 1 bewiesen. 
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hat, gibt es zwei von n abhingige Konstanten «,,8,, so daB, Vi, = 1, 
gesetzt, z,(&) in der Gestalt 


§ 
(20) 2,(é)—«,sinl,é + A, cosl,é +1, { ®, (o(€)) 8(o(¢))”*sini,(¢—2)ae 


g 
+ Ja(ea,(@sind ie — e)ae 
1 
geschrieben werden kann, Auf Grund von (18) und f{,(x)*dx=1 
0 


leuchtet unmittelbar ein, daB i z,(¢)°d¢ unter einer von m und ¢ unab- 
0 


hangigen Schranke liegt; nach der Schwarzschen Ungleichung gilt dasselbe 
also auch fiir den absoluten Betrag des zweiten Integrals auf der rechten 
Seite der vorigen Gleichung, d. h. der letzte Posten dort kann in das wie 
in § 2 erklarte Restglied R,() aufgenommen werden. Das erste Integral 
nimmt vermége partieller Integration die Form an 


{ (0082, (¢ — ¢) ®, (0 (60) 8(e(¢))"*}, 





é 
— 1 ff, (e(¢y 852 + (erent 0501 232} -cont, (F — c) ae 
0 
oder gema8 (16) und (17) 
i (#,(0()) 8 (e(g))” *— cost, ¢- ®, (0) 8(0)"*) 


€1 
“| 
= Eff ee). WEG P—-o,(u)-c00t, (8 — yaya 
1 f m 4 4 
— J} JF (els), y)S(e(e) ,(y) cost, (é —¢)dy dt 
00 


g 
+ if S(0(¢) * 8’(@(0))~,(@(C)) cost, (€ — 0) de. 


Auf die beiden Doppelintegrale dieses Ausdrucks kann Hilfssatz 2 
angewandt werden, der aussagt, daB dieselben gleichmaBig in ¢ mit wach- 
sendem nm der Null zustreben, und also in R(é) eingehen. Gleichung (20) 
lautet nunmehr folgendermaBen: 


(21) 2,(€)—«, sind, €+(8, — ©, (0)S(0)~*) cost, é + ®,(0(€)) S(0(€))* 
+f 8(e S’(0(f))y,(e(¢)) cosl, (€ —f)dt + R, (é). 








126 A. Hammerstein. 


Man bestimme jetzt die Konstanten A, und x, durch 
(22) @, sind, € +(B, — ®,(0)8(0) *) cost, ¢ = A, $(0)* sin(1, é + x,). 


1 
Das von 0 bis f S(t) at erstreckte Integral iiber das Quadrat dieses 
i) 


Ausdruckes liegt nach (21) unter einer von n unabhingigen Schranke, da 
[sw at 
dasselbe von ee . (€)° dé und wegen (16) auch von| ® (x)| gilt. Daraus 
kann sniblioies werden, daB die A,-Folge beschrinkt ist. 
In (21) fiihre man fiir z, wieder y,(x) ein, und an Stelle der Ver- 
anderlichen é die Verinderliche xz=o(é). Ferner werde die Integrations- 


- 
variable ¢ durch y= 0(¢), ¢=&(y) = f S(t)' dt ersetzt. So ergibt sich 


(23) 9, (2) = A, 8(0)* 8(x) 4 sin(2, & (x) + *,) 


+ ®,(2)8(2) * + 8(2)-* f 8(y) *8’(y)pq(y)oost, ((2)—F(y))dy + R,(2)- 


Jetzt soll gezeigt werden, daB die durch 
(24) 1, (2) = y,(2) — 4, 8(2)* sin(1,& (2) +%,)— ®,(2)8(2) 
erklarte Funktionenfolge u, (x) gleichmaBig in z nach Null strebt, wenn 1, 
die positiven Eigenwerte durchlauft. Fiihrt man in (23) u, (2) fiir , (x) 
ein, so findet sich 
(25) u,(2) +.A,S(x)* sin (2, €(x) + x,) 


= A,S(0)* S(x)~* sin (1, (2) + x,) 


+ 8(z * fa y) *8'(y)u, (y) 0082, ($(2) — &(y))ay 
+4, 8(2)* f 8(y)* 8" (y)sin(t, €(y) + x,)-c081, (F(z) — &(y)) dy 


+ 8(2)4 f 8(y)-4S'(y) ®,(y) e081, (€(2) — &(y))dy +B, (2). 


Das letzte Integral kann in Riicksicht auf (16) dem Hilfssatz 2 zu- 
folge, dessen Voraussetzungen, weil w’ = — &’(y) = — S*(y) firO<y<l 
nicht verschwindet, erfiillt sind, in R;(z) aufgenommen werden. Das 
szweite Integral wird auf Grund einer goniometrischen Formel 





. EE 
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5 sin (J, ¢ (2) + x,)-2(8ix)* — 8(0)*) 


+} J 9(y)*s' (y)sin (2, (6(2) — 26(y)) — x} ay. 


Hierin geht der zweite Posten in R, (xz) ein, wie man beispielsweise 
durch Integration nach Teilen erkennt. Somit reduziert sich (25) auf 


u, (2)= — f H(z, 9)u,(y)dy + R,(2), 


wobei 
— H, (x, y) = 8(x)* 8(y)~* 8’ (y) cost, (E(x) — &(y)) 
gesetzt ist. 


Bezeichnet H, (2, y) den lésenden Kern dieser Integralgleichung vom 
Volterraschen Typus, so stellt sich u(x) in der Form 


(26) u, (2) = R, (2) +S H,(2, 9) Ry(y) dy 


dar. Dabei ist, wenn unter M eine von n unabhangige Konstante ver- 
standen wird, fiir welche 


\H,(z,y)|S5M (OS yS2<1, n—1,2,8,...) 
gilt, bekanntlich*) 
|H,, (2, y)| SMe", 


woraus auf Grund von (26) gleichmaBig in x 
lim wu, (2) = 0 
folgt. ‘ 
Fiir y,,(2) bekommt man daher nach Gleichung (24) den Ausdruck 


(27) , (2) = A, S(x)* sin(1, €(x) +%,) + ©, (2) 8 (2) +R, (2). 


Wird damit in (16) hineingegangen, so findet sich fiir (2) die 
Beziehung 


®,(z)= A, f R" (x, y)S(y)*sin(1,8(y) +%,) dy 
+ JK" (2, 9) 8(y)* ®,(y) + B,(2)- 


*) Z. B. V. Volterra, Legons sur les équations intégrales et les équations intégro- 
differentielles (1913), Kap. II, insbes. 8. 45—47. 
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Da der erste Posten auf der rechten Seite auf Grund partieller Inte- 
gration in R, (x) eingeht, bleibt die Integralgleichung 


a ee 


®, (2) — f K"(z, y)8(y)* ®, (y) dy = B, (2). 


Bezeichnen y, (x), y,(z),..., y,(z) die zu dem Kern K” (x, y) S(y)~* 


gehorigen linear unabhangigen, den Orthogonalitatsrelationen 
} of e 1 fir » = B, 


unterworfenen Nullésungen, so hat ® (2), wie in § 2, die Form 


®,(2) = Say, y.(z) + B, (2) 
Zufolge von (27) wird nun 


Pn (2) = A, 8(2)* sin (1, (2) + 2) + 3 ane vs (2) 8(2)* + By(2). 


Nach denselben Uberlegungen wie in dem vorweggenommenen Spezialfall 
folgert man daraus lim a,, = 0. 


n->@ 


SchlieBlich findet sich aus 


1 


=fo,(z tae = AS f (2) -5 (1 —cos2(1,é(2) + x,)) dz + R, 


i) 


gemaB lim f 8(2)* cos 2(I, £(2) +x,)dz =0 der Wert 
n>a20 
An ); Lie > Re, 
f{sceybae 
womit die Endformel 


(28) 9,(z)= V yaw wz 








S(x)* sin (VA 17, f (1) )’ dt+ x,)+ R,(z) 


bewiesen ist. 


Um zu dem Ausdruck fiir die Ableitung zu gelangen, werde Glei- 
chung (20) nach é differenziert: 


=i) = «, cos 1, & — pains +f (60) S(0(2)-#enet, (6 Ca 


+1 face, e)emnh(é— Cat 
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Der letzte Posten geht wie in (20) in R,(é) ein. Auf den zweiten wende 
man die Integration nach Teilen an, und erhilt 
2m) — ,co8l,é — (8, — ®,(0)8(0)-*) sind, & 


r 
‘ 


+f {%(o(¢) SED? + 5 (o(ey* #4 (o(ede’(e)} sind, (¢ — 2) ao +R, ). 


0 


Hieraus folgt, wenn (22), (16), (17) und Hilfssatz 2 herangezogen wird, 
wie Seite 125 


2+©) — 4,5 (0)* cos (1, € + %,) 


£ 
— { 8(e(¢)*S’ (ole) e' (6) pn (e(¢)) sin, (¢ — ¢) ae + RB, (E). 


Wird von dem Endwert (28) fiir »,(z) Gebrauch gemacht, so nimmt 
diese Gleichung die Form an 
SS) = 4,5.(0)* 008 (1, & +,) 


é 
— A, { 8(0(¢)) )“# 3’ (0(£)) 0" (¢)sin (2, ¢ + »,) sind, (§ — ¢)dt + R, (é) 
= A, 8(0 )* cos (2, & + x,) 


1 i _{atsigeent cos (I, (§ — 2£) — x,) — cos(I, € + %,)) do + B,(é) 


= A, (o(&))* c08(1, § + *,) + R, (8). 
Der gema&B (19) zu vollziehende Ubergang zu q(x) liefert wegen der 
Beschranktheit von z, (&) 
1 dy(z) 
V4, dz 


was, dem Wert von A, entsprechend, die fiir die Ableitung behauptete 
Beziehung darstellt. 


=A, 8(x)* cos (Va, f 9 (t)*at +x,) +R, (2), 


(Eingegangen am 1. 4, 1924.) 


Mathematische Annalen. 93. 9 








Uber Summabilitiitssitze von Marcel Riesz. 


Von 


Arnold Walfisz in Warschau. 


§ 1. 
Problemstellung. 
1.1. Es seien ein x >0 und eine reelle Zahlenfolge 
044.<4<... (4, co fiir n—+co) 


gegeben. Dann heift der formale Ausdruck dd, nach Rieszschen 
a=1 


typischen Mitteln 1 von der Ordnung x gegen D summabel, kurz (R, A, x) 
gegen D summabel*), wenn 


(1.11) lim +. Sd, (w —4,)"=D 
ene © 1 <e 
ist. Hiangen auBerdem die d, von Variablen ab und ist (1. 11) fiir irgend- 
einen Geltungsbereich der letzteren gleichmaBig erfiillt, so spricht man von 
gleichmafiger Summabilitét. Summabilitét (R, 1,0) ist offenbar fiir alle 
Typen mit Konvergenz gleichbedeutend. 
Uberdies gilt folgendes Konsistenzgesetz*): Aus 


(R, A, x) yd,=D 


n=1 


1) Riesz, 2 (die fetten Ziffern beziehen sich auf das der vorliegenden Abhandlung 
beigefiigte Literaturverzeichnis ). 

*) Hardy und Riesz, 1, Theorem 16, 8.29. Die beiden Autoren bezeichnen das 
Gesetz als ,,first theorem of consistency. GleichmaBigkeit wird nicht aufgenommen, 
jedoch gilt der Beweis dann wértlich. Das Buch von Hardy-Riesz, die bisher einzige 
systematische Darstellung der Rieszechen Summabilitatstheorie und ihrer Anwendungen 
auf Dirichletsche Reihen, wird im folgenden oft genannt und abgekiirzt mit H. R. be- 
zeichnet werden. : 
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folgt fiir jedes x’ > x 
(R, A, x’) dd,=D. 


n=1 
Gilt die erste Beziehung gleichmaBig, so auch die zweite. 

Die Rieszschen Mittel (R,4,x) bilden eim ganz besonders gut ge- 
eignetes Instrument zur Untersuchung Dirichletscher Reihen von demselben 
Typus, also 
(1. 12) f(s)= Sa,e7**. %) 

a=1 


Es besteht die fundamentale Tatsache, daB eine fiir s,~=0,-+-#t, 
nach (R,4,) summabele Reihe (1.12) diese Eigenschaft in der Halb- 
ebene o > 0, beibehalt, woraus die Existenz einer Summabilitatsabszisse 
a,x) erschlossen wird‘). f(s) ist iiberdies fiir o >, regular’). 

1.2. Die vorliegende Abhandlung ist einem Beweise des folgenden 
Satzes gewidmet: 

Satz A. Hine Zahlenfolge a,,a,,a,,... erfiille bei festen x>0, 
c>0 die Bedingung 

A*(@)= 3 a,(@—4,)" =0(e"*o"), 
80 daB die Reihe ‘ 


(1.21) f(a) = Sa,e" 


fiir o>c summabel (R, 1, x) tst und dort eine analytische Funktion dar- 
stellt. Es gebe ein r>0 und ein go >0, ferner 


J. ein reelles t,, oder 
II. eine reelle t,-Strecke T: t, St, St,, t, < t, und in beiden Fallen 
eine fiir |\t —t,| <0 definierte einwertige Funktion B(t) derart, da, 
(\¢—t|Se) f(e+tt)=B(t) 
gesetzt, f(s) im Gebiete 
0<|s—c-—tt|S0, ofc 
stetig ist und dort der Ungleichung (Lipschitzbedingung) 
|f(#) — B(t)|<|#—e¢ — ts |’ 
gentigt (was sicherlich der Fall ist, sobald f(s) im Punkte s=c + tot, 
oder fiir s=c-+tt, t, auf T analytisch ist). 


%) Man pflegt dann diese Mittel als erster Art zu bezeichnen, zum Unterschiede 
gegen diejenigen zweiter Art: (R,e*,x). 
*) H. R., Theorem 25, Theorem 26, 8S. 48. 
5) H. R., Theorem 27, 8. 44. 
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Alsdann ist die Rethe (1.21) 
I. fir e=c-+ ti summabel (R, 1, x) gegen B(t,); oder 

Il. fiir s=c-+ t,i,t, auf T, gleichmapig (R, 4, x) gegen B (t,) summabel. 

Dieser von Riesz in einer Comptes Rendus-Note vom 22. 11. 1909°) aus- 
gesprochene, bisher aber nur in Spezialfallen’) bewiesene Satz, ist — eben- 
falls nur in Spezialfillen — vielfach auf Probleme der analytischen Zahlen- 
theorie angewandt worden. Die Riicksicht auf eine (andernorts gegebene) 
diesbeziigliche Anwendung von Satz A, fiir die die bereits behandelten Fille 
nicht ausreichen, war fiir die Entstehung der vorliegenden Arbeit maBgebend. 
Die Beweismethode schlieBt sich durchaus an Riesz an’). 


§ 2. 
Ein Hilfssatz. 
2.1. Hilfssatz. Hs seien x >0, o> —1 fest gegeben; ferner 
(2.11) A(e)= Fa(e — i)" =o0(e" a"). 


Dann wird 


B" (a) a a, e'**(w — 4,)" = o(e"*”” wm"), 


und zwar bei festem t, > 0 gleichmdfig fiir |\t\ <1,. 

Beweis. Ein 6 >0 werde vorgegeben. Es bezeichnen w,,..., w, 
geeignete, héchstens von a,, 4,, x, 0, t,, 0 und @,,...,@,. geeignete, 
héchstens von a,,4,, x, 0,t, abhiangige positive GréBen. Zwei Fille sind 
zu unterscheiden. 

1. x ganz. Hier ist*) 

(2. 12) B" (a) =e" A") +—Y™ [ an(x) (A) fet" (@ —2)"}ar. 
.U 


x! 





Ich wahle, was nach (2.11) méglich ist, ein m, mit 
(2.13) (wa >a,) |A”*(@)|<de"o", 
nehme w > w,-+-1 und teile 


[PF 


*) Riesz, 3. Zuerst wird der Satz nur fiir x = 0 und Regularitaét auf der Grenz 
geraden explizit ausgesprochen, dann aber unter Bedingungen formuliert, die noch be- 
trichtlich allgemeiner als diejenigen des obigen Textes sind. Im iibrigen muB ich den 
Leser hier und in § 4 auf die Originalarbeiten selbst verweisen, da eine minutids 
genaue Besprechung der letzteren aus raumlichen Griinden nicht angeht. 

) Vgl. dariiber § 4. ; 

‘) H. R., 8. 40, Formeln (1), (2), (3). 
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Wegen 


a |4"(2)(4)°" 43] < 0,0"; 


(m<ts@—1) |(4)""¢}| <aet(o—2)"; 
"fetta" ( are t)"dr< eitoe fy-ttern a u)*u" du < ae"* aw” 


und 
Max 


o-1Srg0 
folgt dann aus (2.12), (2. 13) 
(o>a@,+1) |B"(w)|<de°*?’ wo" + 0,0, 0" + , ty de" *™ ey” 
+ try de" *" oy" == expen” + 0, de" 9", 
womit dieser Fall erledigt ist. 
2. m=>0 ganz, m<x<m-+1. Wegen*) 





4)" 43 | <aer 





2. 4" = >’ m+1 
(2.14) (w) = 2m (w —4,) 
as (m+1)! " me 
crete of (t)(w—1)™ “dr 


und (2.13) ist 
(@ > @,) | A™**(w)| < of(e —1)* "drt a, df e"t"(w —1)"" dr 
0 @, 


<o,0"""** + @ de" w". 


Es gibt somit ein w, mit 


(2.15) (o>) |A™**(m)|< dew". 
Das Analogon zu (2.12) bildet hier’®) 
(2. 16) aor: 
+ re = a a 
+ Efe {(e** — e**)(w —t)"}dr. 


Ich setze zur Abkiirzung 
d m+2 
(2.171) A, = (et — e##) (4) (@— 1)" 
m+1 
+ (m+ 2)-# (er — ere) (4)"" (@ — 1)", 


*) H. R., Lemma 6, 8. 27. 
1”) Folgt aus der Forme! H. R., 8. 42, Z, 3/4 durch partielle Integration. 
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d\™+? 
(2.172) A=(5) {}-4 
und teile das Integral in (2.16) wie folgt: 


(2. 18) fm farts) Aart fame'(e) Ade. 


0 0 
Da nun 
jess — e*”| < a. (e*" + e°”) (@ ities t) : 
so ergeben (2.15), (2.171) fir oa >a, +1 


|f A"**(x) A,de| 
Saift Hla \(er + 8) (@ —1)""""'de 


S ow, (e** +1) + a, 3 J e (er + e°”)e*(w — 1)" drt 
(2. 191) < w, (e°” +1) + a, deA+o w*; 
ferner folgt aus (2.15), (2.171), (2.172) fir o>,+1 


@ Ws @—1 @ 
[SAP (Ade SISI+IS 1+ LS 
< @, wo” + t,,3 fetta tt (@ — t)* a as, de'it+o) @ g* 
0 
(2. 192) < W, aw” + a, de%t%~ @*. 


Aus (2.11), (2.16), (2.18), (2.191) und (2.192) folgt die Be- 
hauptung. 


§ 3. 
Beweis von Satz A. 

8.1. Es darf ohne Beschrinkung der Allgemeinheit c= 1 angenom- 
men werden, da von hier aus der allgemeine Fall durch die triviale Sub- 
stitution 

i,) 


r*(e) = (5) — Saye (12 = 


n=1 


o|~ 


erreichbar ist. 
Setze ich ferner 
Gn = Gn.t,=,e* 
f*(8)=f*(s, t,) =f(s+%i)= Sate" 
1 


tot 
’ 
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und schreibe dann wieder a,, f(s) fir a,, f*(s), so wird nach dem 
Hilfssatz 

A"(w)=0(e”w*), 
und zwar gieichmaéBig im Falle II. 


Durch diese Reduktionen nimmt der zu beweisende Satz folgende 
Form an: 


Es seien gegeben 

I. ein reelles t, oder 

Il. eine reelle t,-Strecke T: t, St, <t,, t,<t,, und in beiden 
Fallen eine von t, abhangige Zahlenfolge 

Gis Gns Gi «<5 
die bei festem x >0 die Bedingung 
(3. 11) A” (w) = 0(e® w*) 
erfillt, und zwar gleichmafig in t, im Falle Il, so daB also die Reihe 
(3. 12) f(s) = Sa,e7*=* 
n=1 


fir o>1 summabel (R,1i,x) ist und dort eine analytische Funktion 
von 8 darstellt. 
Es gebe jerner ein r>0, ein 0 > 0 und eine fiir |t}| So definserte 
einwertige Funktion B(t) = B(t,t,) derart, da, 
(lt] Se) f(1+té)= Bit) 
gesetzt, f(s) im Gebiete 
0<|s—1|<e, sDil 
stetig ist und dort der Ungleichung (Lipschitzbedingung) 
(3. 18) |7(s) — B(0)| <|#—1|" 
gentigt. 
Alsdann ist die Reihe (3.12) fiir s=1 gegen B(0) summabel 
(R,A,x), und zwar gleichmafig in t, im Falle II. 
3.2. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei O0<o9<1, da mit 
einem o@ > 0 der Voraussetzung jedes 0 < 9* < o alles Erforderliche leistet. 


Ich setze 
m=([x]+2, w=2m+4 
und verstehe unter d,,d,,...,d, positive GréBen, die aen Ungleichungen 


(3. 21) 0<d,<e@, O<d<e, -... 0<d,<e 
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geniigen. Es sei 


an 1 
gti a eti)logs 


(s se ) i -— ee roesens 


(1Sesp) (0 —dyy tae et e- 4) 


wo die Logarithmen in der von — oo langs der Abszissenachse bis 0, 1, d, 
aufgeschnittenen Ebene regular und fiir s >0,1,d, reell sind. Dann 
wird die Funktion (c,,...,¢, beliebig komplex) 


“+1 +1 





(3. 22) H(s) =" : 9° +2 


we oo 1 
e—1)** (s—d,)**? (s -d,)*** 


in der von 0 bis 1 aufgeschnittenen Ebene, mit EinschluB von s =o, 
regular, und ferner auch 





a 1 4 Cy Cu 
(3.23)  H(s)= aa + aye t ac aad 


wo fiir |s|>1 jeder Bestandteil in eine Binomialreihe umgesetzt wer- 
den kann. 

Ich behaupte: Man kann d,, ..., d,,¢,,..., C, tiberdies 50 bestimmen, 
daB (1) H(s) im Unendlichen von mindestens zweiter Ordnung ver- 
schwindet; (2) H(s) nebst den Ableitungen bis zur m-ten Ordnung inkl. 
in den Punkten s=1+i0 verschwindet. 

Fiir (1) ist es notwendig und hinreichend, da8 die Entwicklung von 
(3.23) fiir s=oco friihestens mit dem Gliede 1/s* beginnt. Es muB8 
also sein 
fit ea +...¢ ¢& =0, 
(1+d,ce,+...+d,¢,=0. 


Ebenso fiihrt (2) auf das System 


(3.241) 


oft + cett8 +... +e,05t? 0 


G+ eet +... +e.% =0 
(BOMB) bn 6b eli} mie ee wie isrd ecep ps 


tet 4 gamentett sy ... +o ale a0 
—x+m+1 +m+ <x+m+ 
@ +o,drerre 4+ ...+¢4d78°""' =0, 


wo der Kiirze wegen 


wat S050) ea(ipy. ware)” 





gesetzt worden ist. 
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Ich habe zu zeigen, daB — bei geeigneter Wahl der d,, ..., d, gemaB 
(3.21) — das inhomogene lineare System (3.241), (3.242) von mw Glei- 
chungen eine Lésung ¢,,...,¢, besitzt. 

Die Determinante 4 dieses Systems sowohl wie jede ihrer Minoren 
ist eine fiir 
(3.2) [dy] <|1+80], «+5 [de] <|1 +e | 


analytische Funktion von d,,...,d,. Gelingt demnach der Nachweis, daB 
A nicht in allen Variablen verschwindet, so lassen sich die letzteren auch 
den Ungleichungen (3.21) gem&8 so wahlen, daB 4+ 0 wird; und so- 
dann liefern (3.241), (3.242) die gewiinschten ¢,,..., c,. 

Wire 4=0, so entwickle ich nach der ersten Spalte. Dann ver- 
schwindet der Koeffizient 4, von d;"2;*™"** identisch in seinen Variablen 
d,,...,d,. Sonst lege ich diesen solche, den Ungleichungen (3.25) ge- 
niigende Werte bei, daB 4,+ 0, und dann wiirde in 4 der Bestandteil 
d2;*"**A, bei einer geeigneten Anniherung d,—-+1—io tberwiegen. 
Ebenso verschwindet in 4, der Koeffizient 4, von d;°2@;*"*? identisch 
in d,,...,d,, sonst ergibt sich, nach geeigneter Spezialisierung, fiir 
d,—»1-+-¢o ein Widerspruch. Auf 4, wende ich dasselbe Verfahren an, 
bis ich schlieBlich zu 











1 1 
Au-s = + d ‘A d = 0 

"7 He 

komme. 
3.3. Ich setze jetat 
1 ¢. ¢ 

3. = 4 oa ——_+__ 
on] " (#) Got Goat + (s—d,)*** 


wo nach (3.22) und den friiheren Festsetzungen H,(s) einen in der von 
—oo bis 1 aufgeschnittenen Ebene reguliren Zweig bedeutet, ferner ebenda 
(3. 32) H(s) = 8**1H, (8) 
ist. 

Aus (3.11) folgt, daB® die Reihe (3.12) fiir o > 1 summabel (R, A, x) 
ist und dort durch das Integral 


(3. 33) (o>1) He) — pda | ater at(s) ae 
dargestellt wird **). . 


*) H. R., 8.45 ausgesprochen. Der Beweis wird, wie dort angegeben, im engen 
Ansch!u8 an denjenigen von Theorem 24 gefiihrt. Ich kann aus riumlichen Griinden 
nicht naher darauf eingehen, zumal der Fall eines ganzzabligen x bereits bei Cramér, 1 
(x=0 vorher bei Riesz, 7) behandelt ist. Fiir spitere Zwecke (Satz Aa*, § 4) sei 
noch bemerkt, daB beide Behauptungen des Textes bereits aus A”“(@)=0O(e% mw”) 
folgen (H. R. a. a. O.). 
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Ich wende jetzt folgenden Satz an**): Ist die Reihe f(s) fiir o>1 


summabel (R,i, x), so wird fiir o,<1 





2+i@e 
»? = 1 f(s) ole— 
Ante a = —~ —_____._ erls—80) dg. 
ae +1) S a,é (m A a) 5) ‘i (e Pir ds 


Dies ergibt, in Verbindung mit (3.31), 
‘ 1 i > 
(3. 34) TFT), 2% 4n(w — A,) 


TF PTEKTT See-eo- ) Sa, e~4ndy (a — A)" 
P(«+1) 7H; la<w 
2+iae 
1 
at f e”*-)) f(s) A.  (s)des. 
2-ioa 
Nach (3.11) und dem Hilfssatz ist 
» a,e-*=4 (aw — 1.) = 0(e-4) w*), 1%) 
An <@ 


und daher 


rade ener -4) Da, e~*ndy(@ — 1)" = 0(@*). 


dn <@ 
Aus (3.34) folgt somit 


2+ia 


1 ow. 2 pas 
TF 2 %(@ — 4) = 5 f e”-) f(s) H, (s)de + 0(@ 


2-io 
Ich setze 
2+ia@ 
(3. 35) <j f e~-1) f(s) H, (s)ds = J 
und habe dann =e 
(3.36) I= ree B (0) 0" + 0(w*) 


nachzuweisen. 
8.4. Nach Voraussetzung ist f(s) im Rechtecke 


itiSe, Igos2 


=). 


stetig und im Inneren desselben regular. Daher ergibt sich fiir w >= 


®) H.R., 8. 51, (a). 


%*) Der Leser hat sich von jetzt ab dauernd zu vergegenwartigen, daB alle Ab- 


schatzungen im Falle II gleichmaBig gelten! 
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(diese Festsetzung sei hinfort beibehalten) aus (3.35) durch Deformation 
des Integrationsweges 
Im i | e°-1(0) Hl), 
wo I der Weg 
I: 2—ico+2—ig—+1—ig—1—-, 
K, 144-1489 —2+%9 2+ ie 
wird. XK ist der um s=1 nach rechts beschriebene Halbkreis mit dem 
Radius -, alle anderen Stiicke von I" verlaufen geradlinig. Ich zerlege 
iiberdies I in I, I, I',, wobei 
Ty: 1+89—+2+i9+2+ ic, 
Ty: 2—tco—+2—to9—-1—fo, 
Ty: 1-ig+1—<, K, 1+-+1+4%¢ 
und setze 
(3.41) J= ra(|+]+f) ext f(a) H, (8) ds =J, +d, +4. 


3.5. In J, werde fiir f(s) das Integral (3.33) eingefiihrt. Es folgt 
dann wegen (3. 32) 
(3.51) J, = eo J con H(s)da | e-* A (s) dt. 


i) 


Dieses zweifache Integral ist absolut konvergent. Fiir das senkrechte 
Stiick von I’, hat man namlich die, zufolge (1) und (3.11), konvergente 
Majorante 


recy} #2 +inlarfeniar(olae 


Auf dem wagerechten Stiick: 1S o <2, t= o@ ist nach (2) 


| H(#)| Sa, (0 —1)"""; 
ferner folgt aus (3. 11) 


(r20) |A"(t)| Sayer". 
Hierba: sind @,,,«,, > 0 und von o,t unabhingig. Fiir das betreffende 
Stiick von y, hat man demnach die Majorante 


2 1 


Fest) +1) er-D( 6 | maa dof e-em wdt= Xs auf e?? g™—* do. 
1 6 
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In (3.51) darf somit die Integrationsfolge vertauscht werden: 


e-@ 


a P(x+ rinenl (r)ae] emo Ha) de, { 


Wegen (1) darf der innere Integrationsweg auf die imaginire Achse ver- 
schoben werden: 


l+i@ 
e¢-@ a 
.* Snel) A"(t) dt f e-"* H(s)ds. 
l+te 


Dieses Integral zerlege ich in drei Teile (wegen 7) >+ ist w > 1) 


@w-—1 ao wt 
: 


(3. 52) = peta (f+f+f)- Jus + Ig t+ Jus. 


0 wt1 aw-1 





Zufolge (1) und (2) ergibt m-fache partielle Integration 


l+t@ 
(3.58) J,,=(—1)” risinah | + t)(w@ —t)~ "de [ elem H™( (s)ds. 
1+fte 


Ein 56> 0 sei vorgegeben. Bei den jetzt folgenden Abschatzungen 
sind @,,,..-, %,. > 0 von w, 6, und w,, »,, von w unabhangig, (im Falle IT) 
alle «, @ auch von ¢, frei. 


Aus (3.53) folgt 
—-1 


Wu lS ran f\# oe 3 eymat f em-n|™( +t) |dt 


@—1 
(8.54) = a, sfe -*| A" (x)|(@ — 1) ™ dt. 
0 


Ich nehme nach (3.11) ein w, mit 
(wm > o,) | A* (w)| < de® w* 
und erhalte aus (3. 54) 


@ w-l 


(mw > w, +1) Jal Se ( {+f ee) 4(e)|(@—2y-™at 


0 ws 
@-—1 


S 049(@ — 0)" +056 [r*(@ — 1) Mat 


S 9 (@ — w,) 


“™ 4+ a, bw*. 
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Ahnlich wird J,, behandelt: 


l+t@ 











(o> , +1) \J,.|= resi A's)(s— 0) Mae | eon He) de 
Sty fem" A" ()[(8— 0a 
@+1 
<td f o(o —w) "dt 
@o+l 
(3.56) Sa,58 | (1-0) u-mduor = a, do". 
Endlich wird 
@+1 1+t@ 
(@ > w, +1) | Ji3|= rors tai | 4 (z yat { ee-or (eae 
@+1 
(3.57) S59 [ edt Sey do", 
@-—1 
Aus (3.52), (3.55), (3.56) und (3.57) folgt nunmehr 
(3.58) J, = 0(w*). 


3.6. Ebenso zeigt man 
(3.61) J, = 0(@”*). 
3.7. Jetzt soll J, abgeschitzt werden. Ich setze 
1 
<a rai | eolt-0 (a) H, (8)de 


1 ( oe-nf(s)—B(0) ee 1 
she ; oe + gals P » (8) (H,(*) — — sana) de 


Is 





(3.71) + gz B(0) { ent» a es a 
ls 


ee 1)"*2 


Aus (3.71) und der Definition von I, folgt 


‘ 
+ J) eow-n fied BeOr B(O) te 
4 


(8 1)**! 
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(3. 13) liefert hier 


i+¢ oe 
= r r 
(8.731) nf l<f +t BOM ae < w= | farm we 
‘ 0 








t** +1 
+S 6CU 
Ebenso wird 
x; 

(3. 732) 

und drittens 

rT—x—1 

3.788) |_1 ee Pe ot | ee 
(3. 788) J (<a : (3) =0(@*) 





(3.72), (8.731), (8.732) und (3.733) ergeben 
(3. 74) Jon | < ew + 0(*). 


In J,, kann der Integrationsweg auf die imaginare Achse verlegt 
werden : 
fe 


(3.75) J, = — f e”* f(8 +1)(H,(¢+1) - sai)de= 0(1) = 0(@*), 


—to 


als Fourierkonstante einer stetigen Funktion. Im Falle II ist f(s) zu- 


dem lings des Integrationsweges gleichmaBig in ¢, beschrinkt, so daB 
(3.75) gleichmaBig gilt. 


Ist I’, der Integrationsweg 
Z,3 1—so—-1—-<, K, i+4-— S08 Seb, 


wo K die friihere Bedeutung hat, so ergibt eine Anwendung des Cauchyschen 


Satzes** 
) 1 ev e-)) oo” 
mi Gay ~ F(e+1)" 
4 


Aus (3.71) folgt demnach 


l¢+i@ i1-ée 


_ B(O) gienn 
(3. 76) J,, = Fea B(0)o" ai ( f+f ) Se. 


l+te l-ie 


4) Vgl. z. B. H. R., Lemma 8, S.13 und Lemma 10, 8. 50. 
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Partielle Integration ergibt 


evle-2) 1f eve-n Jit — «(e—1) 
— ae|— 3 al, toe! J eee 
(s— (s—1)**3 © L(s—1)*** iste @ site (s—1)**? 








(3.771) <i (ta 5. + +n] 5) a ) = 0(w*). 
Ebenso wird 
ras @(s—1) 
(3.772) [ ate = 0(0"). 
1-t@ 
Aus (3.76), (3.771) und (3.772) resultiert 
(3. 78) Ie= re B (0) @* + 0(@*); 


aus (3.71), (3.74), (3.75) und (3.78) 





65° : 
I= Pee B (ort ox + o(@*) —(|8| <1). 


Daraus ergibt sich nach bekannter SchluBweise (man wahlt 9 geeignet 
klein und 1a8t dann w wachsen) 


(3. 79) Iy= pee Ty B (0) o* + 0(w*). 
8.8. Aus (3.41), (3.58), (3.61) und (3.79) folgt (3.36). 
§ 4. 


Modifikationen und §pezialfille von Satz A. Literaturangaben. 

4.1. Der Kiirze wegen bezeichne ich das in Satz A geforderte Ver- 
halten von f(s) auf der Geraden o = c (wobei auch c = 0 sein darf) durch 
wf (8) geniigt fiir c+-t,¢[t,| 7] einer L-Bedingung [gleichmapig }“. 

Alsdann gilt folgender 

Satz A,. Hine Zahlenfolge a,,a,,a,,... erfiille bei festem x >0 
die Bedingung 
(4.11) DS a,e'*(w —d,)" = 0(e"w"), 

An<@ 
so daB die Rethe 
f(s) = Sa,e~*** 
n=1 

fir o>0 summabel (R,i,x) ist und dort eine analytische Funktion 
darstellt. Uberdies geniige f(s) fiir t,i[t,|T] einer L-Bedingung | gleich- 
mapig |. 
Alsdann ist die Reihe fiir t,t, | T'] summabel (R, 4, x) (gleichma fig}. 
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A und A, sind aquivalent. Um den Ubergang A— A, auszufiihren, 


setze ich 


a, = G,¢", 
f*(s) = 3 age" = f(s — 1). 
Aus (4.11) folgt dann 7 
J ay (w — dy)" = 0(e"m"), 


An <o@ 
und nunmebr wende ich A mit c=—1 auf f*(s) an. 
Umgekehrt folgt auch A aus A,, d.h. A,—+A. Hier ist 


aa=a,e'", I= de, 
f*(s) = Sage" — f(s +0) 
n=1 
zu setzen; (3.11) besagt dann 
>» ax e’* (w — it)" =0(e”’ aw"), 

i*<o 

und nunmehr wende ich A, auf f*(s) an. 

4.2. Aus A ergibt sich leicht folgender 


Satz B. Hine Zahlenfolge a,,a,,a,,... erfiille bei festen x>0, 
c>0 die Bedingung 
(4.21) dy = Of (dy — dys) Agr" **}, 
so daB die Rethe 
f (8) = Sa,e-in 
n=1 


fiir o> c absolut konvergiert und dort eine analytische Funktion darstellt. 

f(s) gentige iiberdies fiir c+-t,i[t,|T'] einer L-Bedingung {gleich- 
ma pig |. 

Alsdann ist die Reihe fiir c+-t,i[t,|7'] summabel (R, A, x) | gleich- 
ma fig |. 

DaB (4.21) die absolute Konvergenz von f(s) fiir s=c-+e (e>0) 
nach sich zieht, ersieht man aus 


Jag REE S gy) eI — OL (dy — dna) Ana") 
nebst 


An 
3 (an — dn—1) dns" S s ‘f ute“ du <Futem** du. 


x 
a=2 a=24,-1 0 
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Endlich ist auch A—-B, denn aus (4.21) folgt 


J tm (ao — dy)" = 0 3 (@ — be)" (dy — dns) dane'*** *) 


An<@ 


=o > Pies —u)*u"e“du 


An<@ Adn—s 
=of(w— u)"u*e“du 
= 0(e*w"). 


B ist von weniger feinen Struktur als A, bietet dafiir aber eine fiir 
Anwendungen oft bequeme Form. 


4.3. Falls die 4-Folge der Bedingung 
An — Anas = O(1 ) 
geniigt, kann man bei der Formulierung von Satz B das dortige c null- 
setzen und erhilt so 
Satz ©. Hine Zahlenfolge a,,a,,a,,... erfiille bei festem x >0 die 
Bedingung 


(4.31) a, = 0{(4_, — Aa-1) dn-a}> 
wobet tiberdies 
(4.32) An — Age, = O(1), 


so daB die Rethe 
f(s)= Sia,e~** 
n=1 


fiir o>0 absolut konvergiert und dort eine analytische Funktion darstellt. 
Geniigt dann f(s) fiir t,t [t,|T')] einer L-Bedingung [gleichmafig}, 
so ist die Rethe fiir t,i[t,| 7] summabel (R, 4, x) [gleichmafig). 
Um den Ubergang B— C€ zu vollziehen, setze ich 
* Ane 
G, =a,¢"", 
f* (2) = Sage" = f(s —c). 
Dann folgt aus (4.31), (4.32) 
Gn = O{(dy — dn-1) An-1€'**} 
mm 0{(4n —dn—1) Ap—1 07" -*} 
= 0{(An = An-1) — es, 


und nun ist B auf f*(s) anzuwenden. 


18) Die 6-Rechnung darf ich wohl diesmal iibergehen. 
Mathematische Annalen. 93. 10 
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4.4. Der Fall C, 4,—n-—1 fihrt auf Potenzreihen, denn es ist 
formal 


Sacer m Sale” (meu ms) | 
n=l n=0 





Die zugehérigen Mittel (R,n—1,x) sind, wie Riesz**) gezeigt hat, 
den Cesiroschen (C,x) gleicher Ordnung x Aquivalent, d. h. beide Me- 
thoden sind stets zugleich anwendbar und liefern dieselben Resultate. 
Man kann somit den betreffenden Spezialfall von € folgendermaBen aus- 
sprechen : 


Satz D. Geniigen bei festem x > 0 die Koeffizienten a, einer Potenzreihe 
f(z)= Sa,x" 


der Bedingung nal 
a, = o(n”) 
und erfillt tiberdies f(x) in einem Punkte des Einheitskreises {oder auf 
einem abgeschlossenen Bogen| eine L-Bedingung [gleichmafig}, so ist 
dort die Rethe (C, x)-summabel [ gleichmafig |. 
Und noch spezieller fiir x= 0 folgt 
Satz E. Streben die Koeffizienten a, einer Potenzrethe 


f(x) = Sa,2" 
n=0 
gegen Null, und erfiillt tiberdies f(x) in einem Punkte des Einheitskreises 
[oder auf einem abgeschlossenen Bogen| eine L-Bedingung {gleichmafig }, 
so konvergiert dort die Rethe | gleichmafig). 
Weniger besagt der folgende 


Satz F. ,,S¢ la série de Taylor 
P (4) =O +e,4+---+0¢,3"°+... 


a un rayon de convergence égal a lunité et si c, tend vers zéro avec =, 
la série est convergente en tout point régulier de son cercle de convergence.“ 

Dieser altere Satz F, den man P. Fatou**) verdankt, bildet den eigent- 
lichen Kern von Satz A und seinen Spezialfallen. 

4.5. Satz A gestattet folgende Modifikation: 

Satz A*. Hine Zahlenfolge a,,a,,a,,... erfiille bei festen x> 0, 
c>0 die Bedingung 

A*(w) ~ PY a, (w —2,)* = O(e*’w"), 





3*) Riesz, 4. Der dortige Beweis gilt ohne weiteres, wenn in Voraussetzung und 
Behauptung GleichmaBigkeit aufgenommen wird. 
1”) Fatou, 1. 
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so daB die Reihe 
f(s) = Sia, e-im 
n=1 


fir o>c summabel (R,4,x) ist und dort eine analytische Funktion 
darstcllt. f(s) gentige ferner fiir c+-t,¢ [t,| 7'] einer L-Bedingung [gleich- 
mapig|. Alsdann ist 

J a, e-e+469(@ — 2,)"= O(a") 

An <iw 
[ gleichma fig |. 

Dieser Satz A* wird genau so wie A bewiesen, insbesondcre ist der 
Hilfssatz durch den entsprechenden Hilfssatz * zu ersetzen. Es gelten 
ferner At , B*, C*, E* und F*, deren Formulierungen ich nicht erst auf- 
schreibe. F* geht auch hier auf Fatou’’) zuriick. 


4.6. In der Literatur sind bisher auBer F und F* folgende Fille 
behandelt worden’*): 

A, « ganz, Regularitadt**): Cramér, 1; 

A, x= 0, Regularitat: Riesz, 7; 

A, 4,=logn, x= 0, Regularitdt: Riesz bei Landau, 1 *°); 

A,, x =0, Regularitat: Riesz, 7; 


C, 1=Vn (m > 2 ganz), x ganz: Walfisc, 1; 

D, Regularitdt: Riesz 1, 5, 8; 

E, Regularitdt: Riesz 6, reproduziert bei Landau, 3. 

*.Satze findet der Leser bei Riesz, 1, 5, 8 (D*,«>0, % ganz, 
Regularitat; E*, Regularitat) und Riesz bei Landau, 2 (A*, 4, = log n, 
x=0, Regularitat). 

4.7. Uber die Beweismethoden ist folgendes zu sagen. Die Fatousche 
schlieBt sich eng an Gedankengiinge von Riemann™) an. Riesz benutzt 
zwei Verfahren, die ebenfalls letzten Endes auf Riemannsche Ideen zuriick- 
gehen. Das erste beruht wesentlich auf Anwendung des Cauchyschen 
Integralsatzes und findet sich in den Abhandlungen 1, 5, ferner bei 
Landau, 1,2, Walfisz, 1 und in der vorliegenden Abhandlung. Das zweite 
ist weit elementarer und kommt im wesentlichen mit dem Satze aus, dab 


48) Bei den folgenden Angaben handelt es sich jedesmal um Bildung eines 
Durchschnittes zwischen 1. einem der Satze A,..., E* und 2. einem a. a. O. befind- 
lichen Resultate des betreffenden Verfassers. 

1%) D. h. es wird, statt der L-Bedingung, Regularitét von f(s) vorausgesetzt. 

20) Landau reproduziert den Rieszschen Beweis. Riesz zeigte, daB fir den vor- 
liegenden Fall A und C dquivalent sind. 

*1) Riemann, 1. 

10* 


148 A. Walfisz. Summabilitatssatze. 





das Maximum des absoluten Betrages einer im abgeschlossenen Rechteck 
regularen Funktion auf dem Rande des letzteren liegt. Dieses Verfahren 
wird von Riesz in 6,7, 8 benutzt, ferner bei Cramér, 1. 


4.8. Die Satze von Fatou-Riesz lassen noch andere Verallgemeinerungen 
und Modifikationen zu — sei es, daB man sie fiir gewisse Integralklassen, 
oder fiir Reihen, die die Dirichletschen als Spezialfall enthalten, ausspricht 
— oder aber die L-Bedingung durch wesensgleiche ersetzt. Es liegen 
diesbeziigliche Arbeiten von M. Riesz, P. Dienes, W. H. Young, H. Cramér 
und L. Neder vor. 
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Eine Erweiterung des Satzes von Vitali tiber Folgen 
analytischer Funktionen 


Von 


J. Priwaloff in Moskau. 


$1. Es sei eine Folge analytischer Funktionen 


(1) fy (2)> fa(2)> «++» fy(2)> +> 

gegeben, die alle im Innern des Kreises |z|<1 reguldr sind und fiir die 
. oseo<l 

(2) {lilt (eet*)\dy < x Bart a 


wo Ma=Ine, wenna>1, und =0, wenn a<1 und K von n und o 

nicht abhdngt. Wenn die Folge (1) auf einer abzadhlbaren Punktmenge 

E(2,), |2,|<1, konvergiert und die Rethe s(1- |2,|) divergiert, dann 
1 

konvergiert die Folge (1) gleichmafig im Kreise |z| <r (OSr<1). 


Der Satz stellt eine Verallgemeinerung des bekannten Satzes der 
Herren Vitali und Blaschke') dar. 


Dem Beweise des formulierten Satzes schicken wir einen Hilfssatz 
voraus, welcher auch von selbstandigem Interesse ist. 


§ 2. Sei eine innerhalb des Kreises |z| <1 analytische und reguldre 
Funktion f(z) gegeben, welche die Bedingung 


2x 
fli|f(eet*)|dp<K, 0<e<1 
0 


erfillt. Wir wollen beweisen, daB in diesem Falle auch die Ungleichung 
K 


f(z)|<e™™", |z| <r (0<1r <1) statt hat. 


1) Vitali, Rend. del R. Ist. Lomb. (2) 86 (1903), S. 771. — Bieberbach, Lehr- 
buch der Funktionentheorie I, S. 105. — Blaschke, Leipz. Ber. 67 (1915), S. 194. 
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Beweis, Setzt man Q(¢)=In/f(¢), dann folgt aus unserer Voraus- 
setzung, dab 


[Uly)de<K, wo 0Se<1, und U,(y)—ReQ(get*). 
e 


Nehmen wir die Ungleichung 





2x 
ReQ(r) <3 | U,( ): conte d 0O<r< 
= 2x @\P) o*+r*?—2rocosp P> =r<e. 
0 
Zerspalten wir das Integral der rechten Seite in zwei Integrale, welche 
lings der Mengen EZ, und C(Z,) genommen sind, dann folgt aus der 
Tatsache, da auf der Menge C(H,) die Funktion U,(p) <0 ist, daB 





0? + r*— 2r 9 cos p dy, 


ReQ(r) Sat | Oe(9)- ase 
E 


woraus folgt F 





e 
e 
oder 


K 
Re Q(r) < zl —?)’ 


Setzt man z= ref? und (= ¢’-e!®, so kommt 


’ +r 1 
ReQ(r) <2. [ U,(p)dg 
E 
0<r<l. 


= ae 
a(l—r)’ 


Re Q(z) < lejgr (OSr<l. 


Da aber Re Q(z) =In|f(z)| ist, so findet man endlich 
" ™ 
\f(z)|<e7°", |zl<r (O<Sr<i). 


§ 3. Set f(z) eine innerhalb des Kreises |z| <1 analytische und 
regulare Funktion, welche eine abzdhlbare Menge E von Wurzeln z,, |z,| <1, 


besitzt, und sei die Reihe xy(1 —|z,|) divergent. Wenn die Funktion 
1 
f(z) auch die Bedingung 


22 
(3) J ti] Flee) de = O(1) 
erfillt, wo 0 <0 <1, 80 verschwindet f(z) identisch*). 


*) Es ist leicht zu sehen, da8 der Satz ohne (3) nicht richtig ist (2. B. fir 
1 


sin (—-)). 
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Nehmen wir an, daB f(z) nicht identisch verschwinde. Setzen wir 
(ohne die Allgemeinheit zu beschrinken) f(0)+ 0, und wenden die be- 
kannte Jensensche*) Formel 


| Z| 
lexl<e 


an, wo n die Zahl der Wurzeln z, ist, fiir welche |z,|<o. Da die 


rechte Seite von oben beschrinkt ist, so folgt, daB das Produkt I] |z 
1 


2x 
In| f(0)|+-In 2" — = 2 [in| fleet) | dg 


«| 
konvergiert*), was der Voraussetzung der Divergenz der Reihe Ss (1—|2,|) 
1 


widerspricht. Eine andere Formulierung dieses Satzes ist folgende. Sind 
f,(z) und f,(z) tnnerhdlb des Kreises \z| <1 analytisch und regular, 
stimmen ihre Werte auf der Punktmenge E iiberein und erfiillen sie die 
Bedingung (3), so ist im ganzen Bereiche |2| <1:f,(z2)=f(z), denn 
die Differenz f(z) = f,(z)—f,(z) erfiillt die Bedingung (3) und ist 
deswegen identisch Null. 

§ 4. Wenden wir uns jetzt zum Beweise des Satzes des §1. Aus 
dem Satze des § 2 folgt unmittelbar, da8B die Folge der Funktionen f, (z) 
fiir |z| <r gleichmaBig beschrankt ist (0 <r <1). 

Sei 

nS ee Se eee r,.— 1. 


Aus der Funktionenfolge (1) wahlen wir eine Teilfolge 


, 


(1 ) fas (z), hie (2), oes 

welche bei |z| <r, gleichmaBig konvergiert. Aus der Folge (1') wahlen 
wir eine Teilfolge 

(1") far (2)> fa (2), ++ +5 


welche bei |z| <r, gleichmaBig konvergent ist usw. So bestimmen wir 
eine Reihe von Funktionsfolgen 


fis hie» er) A ose 
(I) teas Tage + +00 fags =: 


ae ery re 
wo jede Zeile eine Teilfolge der dariiber stehenden darstellt und die 
Folge f,,,(z) (n =1, 2,...) gleichmaBig in |z| <r, konvergiert. 
Mit Hilfe des Diagonalverfahrens bekommen wir eine Folge 
P1 = firs Pa = fees +++) Pn = bans sos 


%) Jensen, Acta Math. 22 (1899), S. 359. 
*) Ostrowski, Acta Lit. Ac. Scient. 1, 8 (1923), S. 80. 
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welche eine Teilfolge der gegebenen ist, und gleichmaBig bei beliebigen & 
und fiir |z|<r, konvergiert. Also ist es méglich, aus der gegebenen 
Folge (1) eine von r unabhangig gleichmaBig in |z| <r (OS r<1) mu 
der Funktion g(z) konvergierende Teilfolge auszuwahlen. Die Funktion 
y(z) ist innerhalb des Kreises |z| <1 analytisch und regular und erfiillt 
die Bedingung 


22 
(4) J lal p(ge**)|\dp=O(1), (0<e<)). 


Wenn wir statt der gegebenen Folge (1) irgendeine ihrer Teilfolgen nehmen, 
so ist es méglich, aus der letzten eine neue Folge auszuwahlen und zwar 
so, daB sie gleichmaBig in |z| <r (O<r<1) zu der innerhalb des 
|2|<1 analytischen und reguliren und die Bedingung (4) erfiillenden 
Funktion konvergiert. Da aber bei der Bedingung (4) die Funktion ein- 
deutig durch ihre Werte auf Z (§ 3) bestimmt ist, so kénnen wir den 
folgenden Satz aussprechen: Aus einer beliebigen Teilfolge der Folge (1) 
ist es méglich eine neue Teilfolge auszuwahlen und zwar so, daB sie 
gleichmaBig in |z| <r (0<r<1) zu derselben innerhalb des Kreises 
|z|<1 analytischen und regularen Funktion konvergiert. Daraus folgt 
aber, daB auch die gegebene Folge (1) gleichmaBig in |z| <r (O< r <1) 
zu derselben Funktion konvergiert. 

Ware das nicht der Fall, und divergierte die gegebene Folge (1) 
z. B.in dem Punkt z=a, |a|<1, so miiBte die beschrankte Zahlen- 
menge /,(a@) wenigstens zwei verschiedene Haufungsstellen A und B haben. 
Infolgedessen kénnte man zwei verschiedene Folgen auswahlen und zwar 
so, daB die eine im Punkte a zum Werte A die andere zu B konvergierte, 
was nach dem Obigen unméglich ist. Also ist die gegebene Funktionen- 
folge f,(z) konvergent. Weil sie aber in |z!|<r (0 <r < 1) gleichmaBig 
beschrinkt ist, so folgt aus dem Vitalischen Satze, daB sie in |z| << r’<r 
gleichmaBig konvergieren muB, w. z. b. w. 


Moskau, Januar 1924. 


(Eingegangen am 12. 2. 1924.) 











Uber die Perronsche Integraldefinition. 
Von 
H. Looman in Utrecht. 


Die von H. Bauer und H. Hake verallgemeinerte Perronsche Integral- 
definition*) ordnet zwar jeder Funktion einer bestimmten Klasse (welche, 
wie H. Hake zeigt, alle Funktionen enthalt, die integrierbar De L sind) 
eine eindeutig definierte Integralfunktion zu, aber leistet insofern weniger 
als die andern Integralbegriffe, als sie keine Methode enthilt, die in der 
Definition auftretenden Ober- und Unterfunktionen, und also das Integral 
selbst, aus der zu integrierenden Funktion zu berechnen. Im folgenden 
werde ich zeigen, daB die der Funktion f(x) zugeordnete Perronsche In- 
tegralfunktion unmittelbar, d. h. ohne Benutzung der adjungierten Funk- 
tionen, durch Denjoysche Integration (im speziellen Sinne) gewonnen wer- 
den kann*); und da es nicht leichter sein diirfte, eine Ober- und Unter- 
funktion zu konstruieren, als die Integralfunktion selbst, so erscheint die 
Kinfiihrung der adjungierten Funktionen in konstruktiver Hinsicht unndtig. 
Ubrigens folgt aus obigem, daB die Klasse der nach der allgemeinen 
Denjoyschen Definition integrablen Funktionen allgemeiner ist als die der 
im Perronschen Sinne integrierbaren Funktionen. 

Im folgenden bezeichnet f(z) eine auf ab definierte im Sinne von 
Perron-Hake integrable Funktion, und es sei S(2z) ihre Perronsche Inte- 
gralfunktion. Dann gilt der 





1) Man vergleiche, auch fiir die Literaturangaben und Bezeichnungen: H. Hake, 
Uber de la Vallée Poussins Ober- und Unterfunktionen einfacher Integrale und die 
Integraldefinition von Perron. Math. Ann. 83 (1921), 8. 119. 

Die Hakesche Definition 148t sich iibrigens noch allgemeiner fassen. Die Be- 
dingung der ,ausnahmslosen Giiltigkeit* von D,O(x%)>—o und D*U(#)<+ 
kann naimlich durch ,Giltigkeit bis auf eine abzihlbare Menge“ ersetzt werden; doch 
fihrt dies keine Erweiterung der Klasse der S-Funktionen herbei. 

*) Damit ist die Frage, welche Herr Hake (1. c. Einleitung) offen laBt, beantwortet. 
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Satz: f(x) ist integrierbar De-L und das unbestimmte Denjoysche 
Integral ff(x)de ist identisch mit S(zx). *) 
a 


Beweis. 1. Jede perfekte Menge P auf ab enthilt ein Stiick*) J/, 
worauf f(z) summierbar ist. 


Da nimlich D,O(x), baw. D* U(x), der endliche Limes inferior, 
bzw. superior, einer Folge stetiger Funktionen ist, so enthilt jede perfekte 
Menge P ein Stiick J7,, auf dem gleichzeitig D,O(z) nach unten und 
D* U(x) nach oben beschrinkt sind; hier sind 0 (x) und U(zx) zwei feste, 
aber beliebig gewahlte adjungierte Funktionen. 


«) Enthalt P ein Intervall, so kann J/, als Intervall a’ < x < b’ gewahlt 
werden. Auf a’b’ geht O(x), bzw. U(x), durch Addition einer passenden 
linearen Funktion L, (x), bzw. L, (a), in eine monoton wachsende, bzw. ab- 
nehmende, Funktion iiber, woraus folgt, daB auf a’b’ die Funktionen 
D,{O(x)+L,(x)}, baw. D* {U(x)+ L,(x)}, und also auch D, O(x) 
und D* U(x) summierbar sind. Dann ist aber auch f(x) summierbar 
iiber a’b’, denn fast iiberall auf a’b’ gilt D* U(x) < f(x) < D, O(z). 

B) Ist P aber eine nirgends dichte, pertekte Menge, so ist es auch J/,. 
Nun enthalt aber JJ, gewiB ein Stiick J7, mit dem linken Endpunkt a, 
und dem rechten Endpunkt 6, und den komplementiren Intervallen (in 
beliebiger Reihenfolge) «, 8, so da fiir alle n gilt: 


lim O(z)-O(es) ~— und lim U(z)—U (en) — yy 
_—aA  "* «,<s<s, *—% 


Denn sonst schlieSt man leicht auf die Existenz von Punkten von JJ, mit 
D,.O=—co bw. mit DD.U=+c °) 

Da D., O(zx) auf JZ, nach unten beschrinkt ist, so geht O(2) durch 
Addition einer geeigneten Linearfunktion in eine Funktion iiber, die in 
den Punkten von J7, mit einer auf a,b, monoton wachsenden Funktion 
Q(x) zusammenfallt. Die summierbare Funktion D, 2(x), um eine Kon- 
stante vermindert, ist in den Punkten von /7, wenigstens gleich D, O(z), 
und da D,O(zx) auf JI, nach unten beschrinkt ist, so ist sie auf //, 
summierbar. Dasselbe gilt fiir D~ U(a) und also auch fiir f(x). 


%) Zwar folgt der zweite Teil der Behauptung aus dem ersten Teil in Zusammen- 
hang mit dem Hakeschen Resultat; doch wollen wir dies nicht voraussetzen, da der 
zweite Teil sich gleichzeitig mit dem ersten leicht ergibt. 

*) D. h. die Ableitung der Teilmenge von P im Innern eines Intervalls. 

5) Vgl. A. Denjoy, Sur les nombres dérivés des fontions continues. Journ. de 
Math. pures et appliquées (7) 1 (1915), S. 149 und besonders S. 157 und S. 165. 
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z" 
2. Nehmen wir an, daB die Relation f f(x)dz = S(x”) — S(z’)*) fiir 
z 


jedes Punktepaar x’, x” im Innern eines Intervalls z,2, bewiesen ist, 
oh 

so folgt aus der Relation f f(x) da = S(x{") — S(x) (hierin bezeichnen 
2(*) 


( ° —T . 
ai”, 2" zwei beliebige Folgen von Punkten mit 2” —2z,, 2”, und 


2 (*) 


<2,),daB lim f f(x)dx existiert 


n>o ais) 


+1 ( - 
2, <tc Mc ce 


und = §(z,)— S(z,) ist. 
3. Wir betrachten jetzt das Stiick JJ, aus 1.8) und setzen voraus, 
daB die Beziehung J f(x)dz = S(x”) — S(zx’) schon bewiesen ist fiir jedes 
Punktepaar 2’, 2” ‘mit a <2’ <2" <8B,, n beliebig. 
Die Funktionen o(2) = O(2)— S(x) und o(x) = S(x) — U(a) sind 
monoton nicht abnehmend. Es gilt 
S (x) — S(«,) = O(xz) — O(a,) — {e(z) — e(a,)} 
= U(x) —U(a,) — {o(x) — o(«,)}, 


— M(x —«,) — {e(x) — e(@,)} < 8(x) — S(e,) 
< M(x —«,) + o(x) — o(a,) 


(n+1) 


<q 


also 


und a fortiori 
— M(B, — «,) — {e(6,) — @(¢,)} S 8(x) — 8(a,) 
< M(B, — «,) + 0(B,) —a(a,). 
Nun gilt aber fiir beliebige x’ und x”, mit ¢, <2’ <2” <B,, 
| S(x”) — S(x’)| =| {8(x2”) — 8(a,)} — {8(x’) — 8(a,)}| 
<2M(h, —«,) + 0(B,) — o(a,) + o(B,) — 9(@,)- 
Wahlen wir fiir jeden Wert von n ein Punktepaar x1, 2, in a fp, 
so ist die Reihe | S(ay) — S(2,)| offenbar konvergent. 


Wir beweisen jetzt: 
1*. Fiir das Intervall a’ <2<b’ aus 1.«) gilt: 


‘ 
J f(x)dx = 8(b’) — S(a’). 


Da namlich f(z) summierbar ist iiber a’ b’, so sind es auch D, O(z) und 
D* U(x) fiir alle Ober- und Unterfunktionen, und es gilt 


b’ b’ b’ 
U(b')—U(a')< Jf D*U(x)dx<Jf(x)da< J D,O(x)de<0(b')—O(a’); 
daraus folgt unmittelbar die Behauptung. 


*) f bedeutet durchweg (DeL) f. 
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3*. Fiir das Stiick J7, aus 1.f) und 3. gilt: 


bs 
J f(x)dzx =f f(x)de rN 5 {5(B,) — S(a,)} = S8(b,) — S(a,). 


(Nach 3. hat die Reihe = {S(f,) — S(a,)} eine Summe unabhingig von 
der Reihenfolge der Glieder. ) 

Da namlich f(z) summierbar ist iiber /J,, so sind es auch D, O(2) 
und D* U(x) fiir alle Ober- und Unterfunktionen, und da immer 
U(B,) — U(a,) < 8(B,) — 8(a,) $ O(B,) — O(«,), 80 gilt 


U(b, ) — U(a,) )<f D° U(x) de + S {U(B,) — U(,)} 
< fie Jaz + B{8(p,) — 8( sf D, O(x)dz+ 3{O(B,) — O(a,)} 
< 0(b,) — O(a,), 
woraus unmittelbar die Gleichheit von Si2)az und §(b,)— S(a,) folgt, 
Aus 1., 1*., 2., 3. und 3”. folgt unsere Behauptung in bekannter 


Weise durch transfinite Induktion. 


(Eingegangen am 8, 6. 1923.)*) 


*) Anm. der Redaktion. Durch eine Reihe bedauerlicher Umstinde ist das 
Erscheinen dieser Arbeit verzégert worden, Unterdessen hat Herr Alexandroff in der 
Math. Zeitschr. 20 (1924), S. 213—222 das gleiche Resultat verdffentlicht und dabei 
enerkannt, daB Herr Looman es gleichzeitig mit ihm gefunden hat. 








Zwei Beispiele zweidimensionaler elektrostatischer 
Kraftlinienbilder. 


Von 


Erwin Meyer in Breslau. 


Es ist bekannt, daB die durch analytische Funktionen vermittelten 
konformen Abbildungen zweier Ebenen aufeinander zur Lésung ebener 
elektrostatischer Probleme Verwendung finden. Hat die gegebene kom- 
plexe Funktion den Ausdruck z= 2+ty=f(w)=/f(p+¢#yp), 80 wer- 
den durch sie den Geraden y = konst. und y = konst. der w-Ebene ge- 
wisse Kurvenscharen der z-Ebene, die sogenannten Niveau- und Kraft- 
linien eines Problems, zugeordnet. Mit Hilfe dieser Methode werden im 
folgenden unter Zugrundelegung von elliptischen Funktionen zwei kon- 
forme Abbildungen behandelt und im Hinblick auf die Elektrostatik fiir 
einen bestimmten Fall zahlenmaBig durchgerechnet’*). 

Als erste Funktion betrachten wir z?=dnw; da dnw mit 2K und 


4iK’ (K und K’ die vollstandigen elliptischen Integrale 1. Gattung) perio- 
disch ist und zugleich das 








Quadrat von z auftritt, ~-Ebene 
wird die Abbildung einein- y 
deutig, wennein halbes Pe- #724" 
riodenparallelogramm bei- ,-.4/ it Ba 
spielsweise dasjenige mit P54 4, 

















den Eckpunkten 0,2K, ” g-0 oF o- r 
2K+2iK’, 2iK’ in die 
obere z-Halbebene iiber- 
gefiihrt wird. Wie die einzelnen Gebiete einander entsprechen, zeigt Fig. 1. 
Aus ihr erkennt man auch die Durchbrechung der Konformitat fiir die 


Werte w=0, K, i K’ usw., fiir welche = Null bzw. Unendlich wird. 


<--+—---““ -- _---» x 
wT LVI net VE oot 


Fig. 1. 


*) Siehe J. J. Thomson, Recent researches in electricity and magnetism. 











158 E. Meyer. 


Zur Diskussion der Niveau- und Kraftlinien trennen wir den reellen von 
dem imagimaren Teil der Funktion; durch Anwendung des Additionstheo- 
rems und durch gleichzeitige Einfiihrung von Polarkoordinaten (r, «) in 
der z-Ebene erhalt man: 

dny-dny-™my 


Sees Sa am 
— cn* pw + k* sn*p sn* yp 





k* sngp-cngp-sny 


2 gin § — << 
rosin 26 = — Say + kang tay 





(sn, cn und & sind die Jacobischen Bezeichnungen; der Querstrich deutet 
an, daB der komplementire Modul k’ = ¥1 — k? in die elliptischen Funk- 
tionen einzusetzen ist).  Fiir 
den Fall k” =k’* =0,5 sind 
in Fig. 2 die Kurven » = const 
und y = const. dargestellt. 
Zur Erleichterung der phy- 
sikalischen Deutung kann man 
sich das vorstehende Kraft- 
linienbild, welches in allen 
Quadranten das gleiche ist, aus 
einem von ihnen etwa durch 
Spiegelung an der z- und 
y-Achse entstanden denken. 
Diese Anderung betrifft nur 
die Zuordnung der Parame- 
terwerte, nicht aber die Lage 
Fig. 2. der Kurven. Nehmen wir den 
Quadranten zwischen der po- 
sitiven y-Achse und der negativen x-Achse zum Ausgangsqua- 
dranten, so sind in Fig. 2 die Niveaulinien fiir die Werte o=0, 
ae =, 2Z usw. bis 
y = 2K’ gezeichnet. Die konforme Abbildung z? = dnw gibt die Lésung 
des folgenden ebenen Problems. Das Kreuz x= — Vk’ bis x= -+ Vk’, 
y=U und y= —)k’ bis y=+1k', x=0 sowie die Linien z= +1 
bis z= too, y= 0 und y= +1 bis y= +~, x= 0 stellen geladene 
elektrische Leiter dar. Die letzteren befinden sich auf dem Potential 
g = 0, die ersteren auf dem Potential p= XK. Hervorzuheben ist, dab 




















usw. bis »y = K und die Kraftlinien fir y= 0 


die Niveaulinie @ -* ein Kreis mit dem Radius r= VE ist. 
Als zweites Beispiel werde die logarithmische Ableitung der Theta- 


funktion @(w) = 1 —2qcos2 rk +..., in der Bezeichnung von Jacobi 
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also die Funktion z= Z(w), gewahlt. Bei dieser ist es nur ndétig, ein 
Quadrat der w-Ebene, z. B. dasjenige mit den Eckpunkten 0, 2K, 


2K+2iK’, 2iK’ abz- 
bilden; denn Z besitzt die 
Periode 2K, und auBerdem 
gibt eine VergréBerung des 


Argumentes um QniK wx -- 


stets das gleiche Kraftlinien- 
und Niveaukurvenbild, wenn 
man von einer Verschie- 
bung aller Bildkurven um 


ie = in der Ordinaten- 


richtung absieht. In wel- 














rv - Ebene z-Lbene 
g 
¥ 
4 7 
z\s -----+----- —r 
7 ¥ ¥ ¥ 7 7 
Ss Se ST ee: ss saccadic taalis 
GO yk g-th 
3 3 P 4 2 


itigihdl — 


3 2 





Fig. 3. 


cher Weise die Abbildung der Berandung des genannten Quadrates und 
der Geraden p= K und w= K’ erfolgt, ist in Fig. 3 angegeben. Die _ 


vorliegende Funktion fiihrt elek- 
trostatisch gedeutet zu dem wich- 
tigen Fall des Plattenkondensa- 
tors, dessen Ausdehnung in der 
einen Richtung (senkrecht zur 
Zeichenebene-) sehr groB gegen 
die Dimensionen in den beiden 
anderen Richtungen in der Zei- 
chenebene) ist. y = konst. seien 
die Kurven gleichen Potentials, 
insbesondere y = 0 und y = 2 K’ 
die Schnittgeraden der Konden- 
satorflichen mit unserer Abbil- 
dungsebene. Sie fallen mit den 
Linien y=0 und y= -=F zu- 
sammen und erstrecken sich von 
t= — Z( Pz) bIs T= + Z7(Pmax)s 
wobei sich y,,, aus der Glei- 


chung Z (g)=— , +dn*yp=0 
berechnet. (H das vollstandige 
elliptische Integral 2. Gattung.) 
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Zerlegt man z+iy=Z(p+y), so folgt: 
mn? y 
yr onto my 
dn* » _ _"y ~Z( ) 
Set hates 2KK’ ¥): 
Fir k° = k’* = 0,5 ergibt a folgendes Bild (Fig. 4). Die Kraft- 


und Niveaulinien sind fiir py = 0, > Sareees bis p = 2K und fiir y = 0, 


-$ , -. ... bis y=2K’ gezeichnet. Fig. 4 zeigt in Ubereinstimmung 


z= Z(9)+ k* sng-cny-dnp-—, 








y= *my-my-dny-- 


mit der physikalischen Anschauung die stark ausgepragte Streuung der 
Kraftlinien; als einzige Linie weist die Kurve g = K keine Kriimmung auf. 


Breslau, im Mai 1924. 


(Eingegangen am 16, 5. 1924.) 


Bemerkung 


zu dem Aufsatz von F. Sibirani: ,Sopra un teorema di R. Sturm“ 
in Band 91, 8S. 119—124. 


Riconoscimento di priorita. 

Dopo la pubblicazione in questi Annali della mia Nota: Sopra wn teorema di 
R. Sturm, il Prof. F. Engel mi ha comunicato che gid aveva riconosciuta P insussi- 
stenza del teorema di Sturm il compianto Prof. P. Stickel nella nota: Grenziiber- 
gange in der Kriimmungalehre (Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-Vereini- 
gung 27 (1918)). Ringrazio il Prof. Engel della comunicazione, spiacente di non 
aver prima conosciuta la nota dello Stickel, perché, per le ben note condizioni, non 
mi 6 stato possibile di veder mai il volume dei citati Jahresberichte. 


F. Sibirani. 








| 
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Max Noether. 


Von 


G. Castelnuovo, F. Enriques, F. Severi in Rom. 


La Redazione di questa Rivista, ove sono apparsi i pid bei lavori 
di Max Noether, ci ha rivolto l’invito di commemorare !’illustre mate- 
matico, le cui fondamentali ricerche nel campo della geometria algebrica 
hanno costituito il punto di partenza di molti nostri scritti. Abbiamo 
accolto di buon grado I’ invito, lieti di poter rendere omaggio alla memoria 
dell’ insigne scienziato che consideriamo come uno dei maggiori nostri 
Maestri. 

Max Noether nacque il 24 settembre 1844 a Mannheim da una fa- 
miglia di commercianti*). Una paralisi infantile che lo colpi a 14 anni e 
gli lascid una gamba impedita ritardd alquanto i suoi studi. Nei primi 
tempi dopo |’ assalto del male gli riusciva quasi impossibile il moto; egli 
dove seguire corsi privati ed acquisté una larga cultura anche letteraria 
e storica. Migliorato poi in salute frequenté per un anno (1865—66) 
l’Osservatorio astronomico di Mannheim, per tre semestri |’ Universita di 
Heidelberg e poi nel 1868 e 1869 le Universita di GieBen e Gottingen. 
Fu promosso nel 1868 ad Heidelberg senza dissertazione ed ottenne nella 
stessa Universita l’abilitazione, nel novembre 1870, presentando come tesi 
uno dei suoi lavori pit profondi ,,0ber Flichen, welche Scharen rationaler 
Kurven besitzen“. Nominato straordinario all’ Universita di Erlangen 
nel 1875, vi fu promosso ordinario nel 1888 e rimase cold fino alla 
morte (13 dicembre 1921). 

Durante gli studi superiori dovette il Noether meditare profondamente 
sui problemi che attrassero il suo interesse. Egli esce dall’ Universita, 
a 25 anni, nella piena maturita della mente. Con meraviglia noi vediamo 


*) Queste notizie biografiche ci furono gentilmente comunicate dalla figlia 
Signorina Dr. Emmy Noether che, seguendo le traccie paterne, si 6 resa nota ai mate- 
matici per importanti lavori di Algebra e di Analisi. 
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infatti apparire durante un decennio (1869—79) i suoi lavori pia impor- 
tanti. La stessa Memoria premiata sulle curve sghembe, compiuta nel 
1881, contiene, come afferma |’ autore, risultati che appartengono a quel 
fecondo periodo della sua attivita scientifica. Certo il Noether ha conti- 
nuato a lavorare fino al termine della sua vita. Ma le opere pubblicate 
dopo il 1880 rappresentano in gran parte perfezionamenti e complementi 
a sue ricerche anteriori o recano contributi a teorie gid sviluppate da altri 
matematici. 

Quei primi lavori, ai quali il nome del Noether restera sempre le- 
gato, si connettono ad uno degli indirizzi coltivati dal Clebsch. Appare 
chiaro che di tutti i professori di cui ascoltd le lezioni (tra i quali- il 
Kirchhoff che lo inizié allo studio dell’ opera di Riemann) fu il Clebsch 
che esercité su di lui la massima influenza. Egli ne adotté il programma 
nel campo della geometria algebrica e si propose di proseguirlo. Ma pur 
nell’ analogia dei problemi e nell’ affinita dei metodi, si rivela tra i due 
eminenti matematici una notevole differenza. Il Clebsch, che adopera con 
somma abilita gli algoritmi della teoria dell’ etiminazione e del calcolo 
simbolico, non si lascia, almeno in apparenza, guidare dalla intuizione 
geometrica, ma si sforza di interpretare geometricamente i risultati a cui 
gli sviluppi algebrici lo conducono. In questo indirizzo il Clebsch si accosta 
pii ad Hesse che a Pliicker, come giustamente viene affermato nella 
commemorazione di Clebsch redatta dai suoi discepoli, tra i quali il Nostro. 
A Pliicker pit che ad Hesse si riattacca invece il Noether. Anch’ egli é 
sommo algebrista, ma dell’ algebra lo interessano, non tanto |’ algoritmo, 
quanto i problemi funzionali. Egli si sente attratto verso quella scuola 
dell’ analisi qualitativa che in Abel e Riemann trova le sue manifestazioni 
pia alte. E su di lui esercita pure una forte influenza un’ altra scuola 
che con quella ha affinité pid strette di cid che uno sguardo superficiale 
potrebbe far credere: la scuola della geometria sintetica che da Poncelet, 
attraverso a Steiner, arriva a Chasles e Cremona. Le ricerche del Noether 
mirano principalmente a stabilire che un dato problema pud risolversi 
con determinati mezzi; le particolarita della risoluzione passano in seconda 
linea. Questo sforzo di guardare sempre il contenuto qualitativo del 
problema pid che gli aspetti contingenti delle formole, gli permette di 
affrontare questioni ardue con procedimenti che non sempre sarebbe age- 
vole tradurre in regolari sviluppi di calcolo algebrico. 

Accade talvolta che alla sua indagine sfuggano certi casi secondari di 
eccezione, o che nella trattazione di difficili problemi si applichino metodi 
delicati senza tutte le necessarie cautele. Ma la intuizione geometrica, che 
sempre lo guida, lo salva dagli errori, e |’ opera, anche quando non é per- 
fetta, e talora forse per questo, é ricca di suggestioni. Chi sa superare 
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le difficolta che una prima lettura presenta, chi si sforza di chiarire i 
punti pit oscuri o di interpretare rettamente o correggere certe affermazioni 
non sufficientemente pretise, trova un largo compenso alla sua fatica e 
vede via via svelarsi |’ edifizio maestoso, di cui il Noether aveva scorto le 
grandi linee, anche sé qualche particolare era rimasto in ombra. Per aver 
meditato profondamente sull’ opera di lui a noi fu dato di poterla prose- 
guire e portare in molti punti a compimento. 

E tempo ormai che di questa opera discorriamo in modo pid parti- 
colare. Parecchi lavori del Noether sono cosi strettamente collegati che 
una suddivisione per argomento pud apparire artificiosa. Tuttavia per 
fissare un ordine a questa esposizione tratteremo successivamente del teo- 
rema fondamentale, della geometria sulle curve, della geometria sulle 
superficie, delle curve sghembe, delle trasformazioni birazionali, dell’ analisi 
delle singolarita delle curve, dei lavori pit strettamente anslitici ed algebrici 
che si riferiscono agli integrali abeliani, e infine degli scritti minori. 


Il Teorema fondamentale. 


In problemi relativi alle curve algebriche o in questioni concernenti 
le funzioni algebriche e i loro integrali si era presentata ja indagine delle 
condizioni cui deve soddisfare un polinomio g in x, y per potersi rappresen- 
tare come combinazione lineare A f + B p di due dati polinomi f eg, essendo 
A e B polinomi da determinarsi. La risposta, limitata ai casi pii semplici, 
si dava ricorrendo al conto delle costanti arbitrarie. 

Il Noether fin dal 1869 si propose di trattare l importante questione 
con procedimenti pii rigorosi; ma nel primo lavoro ,,Zur Theorie des 
eindeutigen Entsprechens“‘ (Math. Ann. 2) poche righe son dedicate, in- 
cidentalmente, al soggetto. Egli vi ritorna ex professo, e lo approfondisce 
nella Nota ,,Uber einen Satz aus der Theorie der algebraischen Funkt.“ (Math. 
Ann. 6, 1872). Partendo dalla identita che esprime il risultante di f e » 
come combinazione lineare dei due polinomi, egli prova che g pud porsi 
sotto la forma Af-+ Bp allora e solo allora che la funzione g/f in ogni 
punto della curva g = 0 abbia il carattere di una funzione intera della x. 
In particolare se f e gy presentano in ogni punto P ad esse comune 
il caso semplice, ossia se il numero delle intersezioni assorbite da P é 
uguale al prodotto delle molteplicita rispettive r,s di fe m in P, la 
condizione suddetta e soddisfatta se g passa per P colla molteplicita r +-s — 1 
almeno. 

Sotto la forma pid generale, quale risulta gia dall’ ultima Nota citata, 
il teorema in esame suona cosi: Condizione necessaria e sufficiente affinché 
sussista |’ identita g = Af+ By é che, per ogni punto P(z,, y,) comune 
alle due curve f,q, esistano due serie di potenze intere A’, B’, degli 
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argomenti z— 2), ¥—¥Y,, convergenti nell’intorno di P, e tali che 
sia identicamente, fino ai termini di un ordine sufficientemente alto, 
g=A'f+B’o. 

Questa condizione fu poi semplificata grazie alle ricerche dello stesso 
Noether e di altri (Voss, Bertini), di guisa che il Noether nelle ultime Note 
dedicate all’ argomento (,,Zum Fundamentalsatz ...“, Math. Ann. 34, 1889; 
Zum Beweise des Satzes...‘, Math. Ann. 40, 1891) poté enunciare e 
dimostrare il teorema restando nel campo puramente algebrico col sosti- 
tuire alle due serie sopra nominate due opportuni polinomi A’, B’. Note- 
vole, nella prima di queste due Note, |’ osservazione che |’ enunciato del 
caso semplice sopra accennato si estende anche all’ ipotesi di punti infini- 
tamente vicini comuni alle due curve, considerando questi punti come se 
fossero distinti. 

Il teorema di cui stiamo parlando, per |’ importanza che presenta 
nello sviluppo della teoria delle funzioni algebriche, fu dal Noether stesso 
chiamato Fundamentalsatz. Esso diede luogo a numerose ricerche sia 
per estenderlo a funzioni con pit variabili, sia per semplificarne la di- 
mostrazione. L’ interesse notevole di esso apparisce anche dal punto di 
vista funzionale, quando si osservi che il teorema stesso permette facil- 
mente di caratterizzare le funzioni razionali del punto z, y di una curva 
che restano finite a distanza finita*). 


Geometria sulle curve. 


Abbiamo gia detto che il Noether fino dai primi suoi lavori si é pro- 
posto di sviluppare e condurre a compimento il programma di Clebsch nel 
campo della geometria algebrica. E opportuno chiarire quale fosse questo 
programma e quali complementi essenziali il Noether vi abbia recato. 

noto come la lettura delle classiche Memorie di Riemann sulle 
funzioni algebriche e i loro integrali abbia spinto il Clebsch, dal 1863 in 
poi, a cercare interpretazioni e conseguenze interessanti il campo delle curve 
algebriche. Da queste ricerche é risultata in particolare l’opportunita di 
classificare le curve secondo il genere, carattere che il Riemann aveva 
trovato in base a considerazioni topologiche o trascendenti, e che il Clebsch 
definisce in base a caratteri proiettivi della curva. La uguaglianza del 
genere di due curve in corrispondenza birazionale é un teorema puramente 
algebrico che conveniva dimostrare per via algebrica, fondandosi esclusi- 
vamente sulle proprieta di quelle corrispondenze. Questa dimostrazione, 
contenuta nel libro di Clebsch e Gordan ,,Theorie der Abelschen 
Functionen“, e le premesse che esigeva, hanno aperto un nuovo campo 


*) Cfr. Picard-Simart, Fonctions algébriques de deux variables, t. Il, p. 11. 
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di ricerche geometriche dedicate allo studio delle proprieta degli enti al- 
gebrici che non sono alterate da trasformazioni birazionali (geometria 
sulle curve o superficie...). Esplorare questo campo con soli mezzi al- 
gebrici é il programma che, iniziato in alcuni lavori di Clebsch e nell’ opera 
citata di Clebsch e Gordan, viene ripreso con pit potenti nfezzi di inda- 
gine dal Noether, il quale porta alla teoria progressi essenziali. 

Sorvolando per ora sopra alcuni dei primi lavori del N. che pit 
strettamente si riattaccano alle dette ricerche del Clebsch, o si propongono-. 
di estendere il teorema dell’ invarianza del genere ad enti algebrici a pid 
dimensioni, dobbiamo fermarci sopra la Memoria fondamentale ,,Uber die 
algebraischen Funktionen ...‘‘ pubblicata nel 1873 in collaborazione con 
A. Brill. 

In essa si trova esposta per la prima volta la parte essenziale della 
geometria sulle curve coi soli metodi della geometria algebrica. A rag- 
giungere lo scopo serve il teorema fondamentale di Noether di cui abbiamo 
discorso, ed il Restsatz che ne segue subito, il quale permette la costru- 
zione, sopra una data curva piana, della serie lineare di gruppi di punti 
determinata da un suo gruppo. Occorre ricordare a tale proposito che 
la nozione equivalente di funzione razionale (della curva) avente un dato 
gruppo di poli era stata introdotta dal Riemann per via trascendente. 
Egli aveva insegnato a costruire, mediante integrali abeliani di 2* specie, 
la pid generale funzione razionale dotata di poli assegnati, in guisa che 
rimanessero in vista le costanti arbitrarie da cui la funzione stessa dipen- 
deva. Restava perd ancora da assegnare la costruzione algebrica di tale 
funzione generale, cioé della serie completa individuata da un dato gruppo 
di punti, in modo che le dette costanti arbitrarie apparissero esplicita- 
mente anche nella espressione algebrica. 

Il Restsatz insegna appunto a scrivere, sotto forma algebrica, questa 
funzione razionale, 0, in linguaggio geometrico, insegna a costruire un 
sistema lineare di curve (aggiwnte alla curva data, cioé passanti sempli- 
cemente per ogni punto doppio di questa) il quale seghi sulla curva pri- 
mitiva la serie completa richiesta. 

Dalla detta costruzione si deducono poi la relazione tra i caratteri di 
una serie completa ed il genere della curva sostegno, la proprieta fonda- 
mentale del genere, la unicita e quindi |’ invarianza della serie segata 
sulla curva d’ ordine n dalle curve aggiunte d’ ordine n — 3 (serie che fu 
poi detta canonica) ed il teorema di Riemann-Roch. In breve, si ritro- 
vano per via algebrico-geometrica, mettendole nella luce pid favorevole, 
tutte quelle proprieta delle funzioni razionali di una superficie di Riemann 
che erano state scoperte col mezzo degli integrali abeliani. 

La seconda parte della Memoria di cui stiamo par'endo tratta del 
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problema difficile e interessante dei gruppi speeiali e del computo, per 
via algebrica, del numero dei moduli da cui dipende una curva di dato 
genere. Ma poiché questo capitolo si riattacca strettamente a lavori prece- 
denti e posteriori del Brill, il quale in esso deve aver avuto una parte 
preponderante, crediamo non occorra fermarci su di esso*). 

Le idee feconde contenute nella fondamentale Memoria citata trovano 
sviluppo in vari lavori successivi del Noether. 

Nella Nota ,,Ober die invariante Darstellung...“ (Math. Ann. 17, 1880) 
é posto il problema della rappresentazione delle funzioni algebriche di una 
variabile in forma invariante di fronte alle trasformazioni birazionali della 
curva a cui quelle funzioni si riferiscono. Si raggiunge lo scopo assu- 
mendo come elementi fondamentali i rapporti dei polinomi 9, 9,, ..-, P,—1 
di grado n — 3 aggiunti alla curva d’ordine n. Cid equivale, dal punto 
di vista geometrico, a trasformare birazionalmente la curva data in una 
curva d’ordine 2p — 2 dello spazio a p — 1 dimensioni (curva canonica), 
sulla quale gli iperpiani segano la serie canonica. In questa ricerca é es- 
senziale la conoscenza delle relazioni che passano tra le forme di 2°, 3°,... 
grado nelle q, cioé lo studio dei sistemi lineari di ipersuperficie del 2°, 3°, ... 
ordine che passano per la curva canonica. La determinazione del sistema 
di quadriche contenenti la curva canonica é eseguita dal Noether in modo 
esauriente per p = 5, 6, 7 in una successiva Nota (,,Note iiber die Normal- 
kurven ...‘‘, Math. Ann. 26, 1885) ed é sfruttata per la determinazione del 
numero dei moduli da cui dipende una curva di quel genere. 

I polinomi gy e le forme con essi composte sono pure adoperati nella 
Nota ,,Zur Theorie der Abelschen Differentialausdriicke .. .“‘ (Math. Ann. 37, 
1890), allo scopo di costruire in modo invariante i differenziali abeliani 
delle varie specie collegati colla curva data, e di stabilire per via algebrica 
alcuni dei terrzmi sugli integrali abeliani che di solito vengono stabiliti 
per via trascendente. 

La rappresentazione invariante di una curva (e quindi implicitameute 
la curva canonica) interviene pure nella dimostrazione che il Noether ha 
dato in due Note successive ,,Note iiber die algebraischen Kurven .. .“, 
,»,Nachtrag zur Note iiber die algebraischen Kurven ...“ (Math. Ann. 20, 
21; 1882) del teorema di Schwarz, il quale afferma che una curva di 
genere superiore ad 1 non ammette infinite trasformazioni birazionali in sé 
stessa. E degno di rilievo il fatto che nella prima di quelle due Note 
(del 4 marzo 1882) comparisce I’ osservazione, fatta quasi negli stessi 
giorni dal Poincaré, che se la curva ammette infinite trasformazioni in sé, 


*) Queste parole erano gid scritte quando ci pervenne la bella commemorazione 
del Noether fatta dal Brill (Jahresberichte d. Deutschen Mathem. Vereinigung 82, 
1. Abt.), alcune righe della jyuale confermano la nostra induzione. 
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essa ammette una infinita continua anzi algebrica di trasformazioni sif- 
fatte. La dimostrazione data dal Noether del teorema di Schwarz é fondata 
sulla considerazione dei punti di Weierstrass, ove la curva canonica pre- 
senta contatti superiori al normale con rette, piani,... Il Liickensatz 
di Weierstrass, ove quei punti appariscono, fu dimostrato ed esteso dal 
Noether coi metodi di cui egli e il Brill si servirono nella Memoria co- 
mune; si veda la Nota ,,Beweis und Erweiterung eines funktionentheo- 
retischen Satzes ...‘‘ (Journal fiir die r. u. a. Mathem. 97, 1887). 


Colla Memoria di Brill e Noether hanno anche qualche legame la 
Nota ,,Rationale Ausfiihrung der Operationen ...“ (Math. Ann. 23, 1883) 
e la successiva ,,Rationale Reduktion der Abelschen Integrale“ (Acta 
Math. 26, 1903) nelle quali si dimostra che con sole operazioni razio- 
nali si possono determinare le curve aggiunte ad una curva, anche se 
dotata di singolarita qualisivogliano, e si pud compiere lo spezzamento 
di un integrale abeliano generale in una somma di integrali delle tre 
specie. 

E colla geometria sopra una curva possono collegarsi le Note ,, Ueber 
die Schnittpunktssysteme einer alg. Curve mit nicht-adjungierten Curven“ 
(Math. Ann. 15, 1879), ,, Ueber die reduziblen alg. Curven“ ( Acta Mathem. 
8, 1986), delle quali I’ interesse principale sta nel lasciar apparire come 
varie proprieta di queila geometria si comportino quando la curva, modifi- 
candosi per continuita, muti genere o si scinda in pid curve. E questo un 
campo di ricerche che ha attirato anche recentemente |’attenzione dei geo- 
metri e nel quale v’é ancora molto da raccogliere in relazione coi sistemi 
continui di curve piane o sghembe. 


Geometria sulle superficie. 


I metodi adoperati nella Memoria di Brill e Noether per lo studio 
delle curve sono cosi fecondi che essi permettono al Noether, pochi mesi 
pia tardi, di affrontare un problema ben pit arduo: quello di gettar le 
basi della geometria sopra una superficie algebrica. Qui mancava la traccia 
che il procedimento trascendente di Riemann aveva segnato per le funzioni 
algebriche di una variabile indipendente; né appariva facile allora l’e- 
stensione di quel procedimento alle funzioni di due variabili. Non v’ era 
da tener conto, sull’argomento, che di una brevissima Nota del Clebsch, 
dalla quale appariva |’ analogia tra le curve d’ordine n — 3 aggiunte ad 
una curva piana d’ordine n e le superficie d’ordine n —4 aggiunte ad 
una superficie d’ordine n, e di aleune osservazioni di Cayley e Zeuthen 
sopra due invarianti numerici di una superficie di fronte alle trasformazioni 
birazionali, invarianti di cui non risultava chiaro il significato funzionale. 
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Nella classica Memoria ,,Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens ... ; 
zweiter Aufsatz‘“‘ (Math. Ann. 8, 1874), preceduta da aleune Note dei Git- 
tinger Nachrichten, ove si vedono via via precisarsi i risultati a cui quella 
Memoria é dedicata, il Noether distingue due metodi che possono condurre 
alla scoperta di caratteri invarianti di fronte alle trasformazioni birazio- 
nali. Il primo cerca di formare, col mezzo dei caratteri proiettivi di due 
superficie corrispondentisi, delle espressioni numeriche (invariants numerics ) 
che non mutino valore per effetto della trasformazione; il secondo metodo 
mira a scoprire funzioni razionali della superficie godenti proprieta in- 
variantive e di queste funzioni si vale per ricavare caratteri invarianti 
della superficie (invarianit geometrict ). 

Percorrendo anzitutto la prima via egli ritrova due formole date 
dalio Zeuthen, rilevando come una di esse dipenda, oltre che dai caratteri 
proiettivi delle superficie in esame, anche dal numero dei punti di una 
superficie che si mutano in curve (ausgezeichnete Curven) dell’ altra. 

Pit notevoli per la novit&é e importanza dei risultati sono i paragrafi 
seguenti. La estensione del Restsatz alle superficie permette di costruire 
il sistema lineare completo di curve al quale appartiene una curva as- 
segnata. Se n é |’ ordine della superficie primitiva ed m Il’ ordine delle 
superficie che segano su di essa, all’ infuori di curve fisse, il detto sistema 
completo di curve, le superficie di ordine m-+-n— 4 aggiunte a queste, 
cioé passanti in modo conveniente per le curve fisse, segano sopra ogni 
curva del sistema la serie canonica. Particolare importanza hanno le super- 
ficie d’ordine n —4 aggiunte alla superficie data: il Noether dimostra 
infatti (per via algebrica) che le curve da esse segate su questa superficie 
formano un sistema invariante (che fu poi detto canonico). Questo risultato 
fondamentale conduce subito alla scoperta di tre caratteri invarianti: il 
Flichengeschlecht p (chiamato in seguito genere geometrico e indicato 
con p,) che é il numero delle superficie aggiunte d’ordine n — 4 linear- 
mente indipendenti; il Curvengeschlecht p™ (o genere lineare) che é il 
genere della curva canonica segata sulla superficie da una delle dette 
superficie aggiunte, fuori delle curve multiple; finalmente il numero p” 
delle intersezioni variabili di due curve canoniche, ii qual carattere non 
riceve un nome speciale, giacché Noether dimostra che esso é uguale a 
p» = % ‘) 

Sono distinti questi caratteri da quelli ottenuti per via numerica da 
Cayley, Zeuthen e dallo stesso Noether? Quest’ ultimo fa vedere che per 
le superficie soddisfacenti a certe condizioni di regolarita, condizioni che 


*) Apparenti eccezioni a questo risultato possono togliersi introducendo opportune 
convenzioni. 
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solo pid tardi furono nettamente precisate, gli uni caratteri si ricondu- 
cono agli altri. In particolare uno degli invarianti numerici, che fu poi 
chiamato genere numerico od aritmetico ed indicato con p,, da il numero 
delle superficie aggiunte d’ ordine n — 4, linearmente indipendenti, valutato 
come se il detto ordine fosse abbastanza alto per poter applicare una 
formola generale (di postulazione) nel computo del numero delle con- 
dizioni imposte alle dette aggiunte dai punti multipli e dalle curve mul- 
tiple della superficie primitiva; se questa ipotesi @ dunque verificata, 
risulta p,—p,. Non sempre |’ uguaglianza sussiste; il Noether, sulle 
traccie del Cayley, fa notare ad es. che per le rigate irrazionali ¢ p,= 0, 
p,< 0. Il Noether deve avere sospettato che oltre le rigate irrazionali e 
le superficie trasformabili birazionalmente in quelle (di una tale superficie 
tratta la Nota ,,Uber eine Flache 6. Ordnung...‘‘; Math. Ann. 21, 1883) 
possano esistere altre superficie irregolari (p, > p,). Perd solo in epoca 
pia recente furono portati altri esempi di superficie siffatte, e ne fu co- 
struita la teoria. 

Il Noether si occupa anche nella Memoria in esame della relazione 
tra le ausgezeichrete Curven sopra nominate ele curve canoniche, e delle 
superficie particolari sulle quali tutte le curve canoniche si spezzano o 
appartengono ad una involuzione; risultati pid precisi su qualeuno di 
questi argomenti furono portati in seguito, e si vide allora che il Noether, 
nonostante i mezzi insufficienti di cui disponeva, aveva scorto sempre il 
lato essenziale delle delicate questioni, guidato, qui come altrove, da un 
finissimo intuito geometrico. 

Finalmente il Noether, per mostrare la fecondité dei metodi di cui 
abbiamo parlato, dedica le ultime pagine di questa breve ma ricchissima 
Memoria ad estendere alle varieta a tre dimensioni alcuni dei risultati 
ottenuti per le superficie, stabilendo i principali invarianti di quelle, di- 
mostrando alcune relazioni che li legano e divinandone un’ altra che fu 
poi giustificata da posteriori ricerche. 

Il Noether é ritornato parecchi anni pit tardi (1886) sulla geometria 
sopra una superficie algebrica per dare una estensione del teorema di 
Riemann-Roch valido per le curve; nella breve Nota ,,Extension du théo- 
réme de R.-R. ...‘ (Comptes Rendus de |’Acad. d. Sciences, octobre 1886 ) 
egli assegna un limite inferiore alla dimensione di un sistema lineare 
completo di curve sopra una superficie in funzione di caratteri invarianti 
del sistema e della superficie. Il Noether, che introduce qui la feconda 
nozione di serie caratteristica di un sistema lineare di curve (serie segata 
sopra una curva del sistema dalle altre curve del sistema stesso), ammette 
che la detta serie sia completa se tale é il sistema. Ricerche posteriori 
hanno dimostrato che I’ ipotesi si verifica solo per le superficie regolari ed 
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hanno dato alla dimostrazione del teorema in esame ed all’ enunciato la 
precisione e I’ estensione desiderabili. 

In un’altra breve Nota ,,Anzahl der Moduln ...“ (Sitzungsber. d. 
preuss. Ak. d. Wiss., 1888) egli cerca il numero dei moduli da cui dipende 
una superficie di genere geometrico e numerico p e genere lineare p“’ e 
trova l’espressione 10 p — 2p“’+-12. La questione, ripresa pid tardi da 
altri, ¢ apparsa pii complessa di quello che al Noether sembrasse, sia 
perché occorre tener conto della eventuale irregolarita della superficie, 
sia perché sul numero dei moduli potrebbe influire un altro carattere 
spettante alla curva doppia. 

Citiamo infine il lavoro ,,Ueber die totalen alg. Differentialausdriicke“ 
(Math. Ann. 29, 1886) in cui il Noether, interessandosi al progresso essen- 
ziale portato dal Picard nella teoria delle superficie colla introduzione 
degli integrali di differenziale totale, esamina, coll’ aiuto di una tras- 
formazione birazionale applicata alla superficie, come si comportino nelle 
singolarita di questa i polinomi aggiunti che compariscono nelle espressioni 
dei detti differenziali totali. In una nota a pié di pagina il Noether dice 
che fino dal 1868 si era accorto che sopra una superficie generale non 
esistevano integrali semplici dovunque finiti e che percid egli si era 
limitato allo studio degli integrali doppi. 

Nello sviluppo della geometria sopra una superficie lo studio dei 
problemi generali si é sempre alternato coll’ esame di famiglie particolari 
di superficie, tra le quali specialmente notevole la famiglia delle superficie 
razionali, i cui punti hanno coordinate esprimibili razionalmente mediante 
due parametri. 

Fatta astrazione dalle superficie del secondo ordine, la cui rappresenta- 
zione piana é introdotta nella prima meta del secolo scorso, la scoperta 
di particolari superficie razionali ed il trasporto ad esse della geometria 
piana precede di pochi anni |’ epoca in cui si inizia la produzione mate- 
matica del Noether. Clebsch e Cremona, quasi contemporaneamente 
(1865—66), stabiliscono la razionalita della superficie generale del terzo 
ordine, e successivamente (1866—67) della superficie di Steiner; nel 1868 
il Cremona si occupa di una classe parficolare di rigate a sezioni razio- 
nali, e il Clebsch della superficie del 4° ordine con conica doppia e poco 
dopo della superficie del 4° ordine con retta doppia. Finalmente il Clebsch 
nel 1870 stabilisce un teorema di carattere pid generale il quale afferma 
Ta razionalita di una superficie trasformabile birazionalmente in un piano 
doppio con curva di diramazione del 4° ordine, cioé nella superficie 
z=YVf(x,y), dove f é un polinomio di 4° grado. 

Al Noether, che era allora in stretti rapporti col Clebsch, non poteva 
sfuggire ! importanza di questo campo di ricerche. Egli vi compie un 
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passo essenziale stabilendo con mano maestra un risultato che costituisce 
uno dei fondamenti di questa teoria. I] 5 gennaio 1870 il Clebsch legge 
alla K. Gesellschaft d. Wissenschaften zu Gottingen una Nota di 6 pagine 
del Noether, in data 10 dicembre 1869, nella quale, accanto al risultato 
di cui parleremo, sono lucidamente accennati tutti i punti essenziali della 
dimostrazione che verranno poi svolti nell’ Habilitationsschrift presentato 
all’ Universita di Heidelberg nel 1870 e riprodotto, in gran parte, nella 
Memoria ,,Ueber Flachen, welche Scharen rationaler Curven besitzen“ 
(Math. Ann. 3). 

I] teorema di Noether afferma che é razionale ogni superficie la quale 
contenga un fascio razionale di curve razionali. Il risultato potrebbe a 
prima vista parere evidente, osservando che ogni curva del fascio dipende 
razionalmente da un parametro u, mentre le coordinate di un punto 
della curva si esprimono razionalmente per un secondo parametro v. In 
realta, nei coefficienti di queste funzioni razionali di v il parametro wu 
entrera, in generale, irrazionalmente; sara possibile introdurre due nuovi 
parametri wu’, v’, di cui le coordinate di un punto generico della superficie 
siano funzioni razionali? Per rispondere a questa delicata questione il 
Noether dimostra anzitutto che la superficie pud trasformarsi birazional- 
mente in un’ altra su cui le curve del fascio vengono segate da un fascio 
di piani. In secondo luogo egli riesce, mediante una nuova trasformazione 
birazionale, a mutare le dette curve in rette o coniche. Nel primo caso 
la rappresentazione piana della superficie é@ immediata. Nel secondo caso 
resta da dimostrare che si pud individuare un punto sopra ciascuna conica 
risolvendo una equazione i cui coefficienti non dipendono dal parametro 
del fascio di piani, introducendo cioé una irrazionalita aritmetica. I 
Noether riesce infatti a costruire sulla superficie un numero. finito di curve 
unisecanti le coniche; nota una di quelle, la rappresentazione richiesta si 
compie facilmente. 

La Memoria di cui stiamo parlando contiene, oltre il teorema cui é 
dedicata, una serie di risultati, ciascuno dei quali ha di per sé un note- 
vole interesse. Basti ricordare che vi é indicata la via per spezzare ogni 
trasformazione cremoniana del piano nel prodotto di pit trasformazioni 
quadratiche; sul qual risultato ritorneremo tra poco. Aggiungiamo che il 
procedimento seguito dal Noether nella detta Memoria ha potuto poi 
essere esteso alle superficie contenenti un fascio irrazionale di curve 
razionali, superficie che fu dimostrato potersi trasformare birazionalmente 
in rigate. 

Un altro lavoro fondamentale per la teoria delle superficie razionali, 
sebbene meno accurato nei particolari, fu scritto dal Noether nel 1878: 
Ueber die ein-zweideutigen Ebenentransformationen“ (Erlanger Berichte, 
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1878). Esso é dedicato alla riduzione a tipi dei piani doppi razionali, 
cioé delle superficie z= (f(z, y), dove f é un polinomio, che possono 
rappresentarsi birazionalmente sopra un piano. Il Clebsch, come abbiamo 
gia detto, aveva fatto vedere che uno di questi tipi si presenta se f é un 
polinomio di 4° grado, mentre dall’ Habilitationsschrift sopra citata del 
Noether risulta un secondo tipo ove f= 0 é@ una curva d’ordine pari 2n 
qualsiasi dotata di un punto multiplo di ordine 2n— 2. Nella Nota di 
cui stiamo ora discorrendo il Noether segnala un terzo tipo di piano 
doppio che si presenta quando la curva f= 0 é del sesto ordine con due 
punti tripli infinitamente vicini. Il Noether chiude quella Nota dicendo 
essere estremamente probabile che oltre ai tre tipi indivati (e a quelli ad 
essi riducibili) non esistano altri tipi di piani doppi razionali. A questa 
affermazione fu forse il Noether condotto da una ricerca parallela quasi 
contemporanea (1877) eseguita dal Bertini per ridurre a tipi le involuzioni 
piane di coppie di punti. In ogni modo la previsione del Noether fu 
pia tardi completamente giustificata. 

In una Nota posteriore ,,Ueber eine Klasse ...“ (Math. Ann. 33, 1889) 
il Noether riprende in esame il terzo tipo di piano doppio per eseguirne 
uno studio sistematico. Nella successiva Nota ,,Ueber die rationalen Flachen 
vierter Ordnung“ (ibid.) egli riconduce alla classificazione dei piani doppi 
razionali la ricerca di tutte le superficie razionali del 4° ordine con un 
solo punto doppio singolare. Ai tre tipi di piani doppi corrispondono tre 
tipi di superficie di cui solo il primo (superficie con un tacnodo) era 
stato scoperto nel 1871 dal Cremona e dal Noether stesso. 


Curve algebriche sghembe. 

Il concorso al Premio Steiner bandito dall’ Accademia delle Scienze 
di Berlino fu Tl occasione che spinse il Noether a riunire e a condurre a 
termine nel 1881 le ricerche che egli aveva da parecchi anni iniziato in- 
torno alla geometria delle curve algebriche sghembe. I] premio fu diviso, 
come é noto, tra la Memoria ,,Zur Grundlegung der Theorie der algebrai- 
schen Raumcurven“ (Abhandl. d. K. Preuss. Ak. d. Wiss. zu Berlin, 1882; 
Journal fiir r. u. a. Mathem. 93) del Nostro ed un lavoro dell’ Halphen. 
Il Noether ha, in quello scritto, largo campo per applicare i teoremi di, 
geometria sulle curve, e le proprieta delle superficie aggiunte ad una 
curva sghemba, che egli (in parte insieme al Brill) aveva stabilito in 
lavori precedenti e riassume nei primi paragrafi di questo. 

Tre ordini di questioni sono principalmente trattate. Un primo argo- 
mento riguarda la postulazione di una curva sghemba di ordine e genere 
noti, cioé il numero delle condizioni .che la curva presenta alle superficie 
di un certo ordine costrette a contenerla. Sia nel caso che null’ altro si 
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conosca della curva, sia quando si sappia che la curva sta gia sopra una super- 
ficie di ordine noto, sono stabilite delle limitazioni che fissano o vincolano 
il carattere ricercato, Esso é fornito da una formola semplice e nota quando 
l ordine delle superficie che si vogliono condurre per la curva é abbastanza alto. 

Una seconda questione, che é trattata con ricchezza di mezzi ed 
occupa molte pagine della monografia, riguarda il numero delle costanti da 
cui dipende una curva sghemba di ordine n e genere p. Gia nella Memoria 
citata di Brill e Noether, dal numero dei moduli di una curva di genere p 
era dedotto, con procedimento che fu recentemente reso rigoroso, che la 
curva sghemba dipende da 4n costanti se n>%(p-+ 4), mentre per i 
va.ori inferiori di m il numero di costanti pud superare 4n. Per questi 
valori il Noether tenta qui delle determinazioni pid precise, ma arriva a 
risultati poco espressivi perché dipendenti da altri caratteri, quali gli ordini 
di due superficie intersecantisi lungo la curva. 

Una terza questione che da luogo ad un risultato elegante, raggiunto 
con un ragionamento ingegnoso, riguarda le curve di una superficie as- 
segnata che, per dato ordine, hanno il massimo genere. I] Noether dimostra 
che tali curve sono segate su questa superficie da un’altra superficie 
passante per una curva piana della prima; donde egli trae il valore del 
genere ed una conferma del teorema di Halphen che le curve di ordine n 
aventi il massimo genere stanno su quadriche. 

Un altro bel risultato che il Noether giustifica attraverso ad un conto 
di costanti, e che solo recentemente fu dimostrato in modo rigoroso, con- 
siste nel fatto che una superficie di ordine > 3, la quale passi per una 
curva sghemba che non sia intersezione completa della detta superficie 
con un’altra, é particolare tra le superficie del proprio ordine; in altre 
parole: sopra una superficie generale d’ordine > 3 non esistono altre curve 
oltre le intersezioni complete. 

Qualche affinita col primo tema trattato nella Memoria di cui abbiamo 
parlato ha uno dei primi lavori del Noether ,,Sulle curve multiple di 
superficie algebriche‘‘ (Annali di Matem. (2) 5, 1871) in cui egli, allo 
scopo di precisare e di estendere alcuni risultati del Cayley, stabilisce 
sotto ipotesi molto larghe la postulazione di un complesso di curve sghembe 
per le superficie d’ ordine abbastanza alto costrette a passare per quelle 
curve con determinate molteplicita, e la diminuzione che subisce il numero 
delle intersezioni di tre superficie passanti nel detto modo per le dette 
curve (eguivalenza). Per determinare questi numeri in casi complicati il 
Noether ricorre a procedimenti che appartengono alla geometria numerativa. 
Dei risultati ottenuti egli fa un’ applicazione, sulla quale ritornera pit 
tardi, al calcolo del genere aritmetico di una superficie; ed un’ altra a 
stabilire formole relative ad una trasformazione cremoniana dello spazio. 
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Trasformazioni cremoniane. 


Come gia dicemmo, la ricerca sulle superficie contenenti un fascio di 
curve razionali condusse il Noether ad occuparsi di una questione fonda- 
mentale relativa alle trasformazioni birazionali tra due piani. Egli di- 
mostra cola che mediante una trasformazione cremoniana, anzi mediante 
un seguito di trasformazioni quadratiche, un fascio di curve razionali pud 
mutarsi in un fascio di rette; ed osserva incidentalmente che collo stesso 
procedimento una qualsiasi trasformazione cremoniana pud scindersi nel 
prodotto di trasformazioni quadratiche. I] procedimento seguito dal Noether 
e tenuto pure quasi contemporaneamente (1870) dal Rosanes consiste nel 
far vedere che la rete (omaloidica) di curve d’ordine n dell’ un piano 
corrispondenti alle rette dell’ altro ha tre punti base le cui molteplicita 
danno una somma superiore ad n; assumendo allora questi come fonda- 
mentali di una trasformazione quadratica, la rete di curve d’ordine n si 
muta in una rete d’ordine inferiore, cioé |’ ordine della trasformazione 
cremoniana si abbassa. I] Noether perd si é accorto poco dopo (1872) 
di una obbiezione che poteva farsi al suo ragionamento: dei tre punti base 
due possono essere infinitamente vicini al terzo in direzioni diverse; ed 
in tal caso non possono essere assunti come punti fondamentali di una 
trasformazione quadratica. Egli perd nella Nota ,Zur Theorie der ein- 
deutigen Ebenentransformationen“‘ (Math. Ann. 5) si sforza di far vedere 
che anche allora si possono assumere tre punti base le cui molteplicita 
diano una somma superiore ad n e che appartengano (se sono infinitamente 
vicini) ad uno stesso ramo di una curva generica della rete; e di questi 
si vale per costruire la trasformazione quadratica riduttrice. Solo molto 
pii tardi (1901) fu osservato dal Segre che all’ analisi del Noether sfugge 
il caso che i tre punti si susseguano sopra un ramo non lineare. Per 
rispondere all’ obbiezione si é@ ricorso a trasformazioni riduttrici di tipo 
pit elevato (trasformazioni di Jonquiéres) che a loro volta potevano 
facilmente scindersi in trasformazioni quadratiche. Ma recentemente (1921) 
il Chisini ha fatto vedere che il procedimento di Noether con lievi modi- 
ficazioni si applica anche al caso di eccezione, adoperando una serie di 
trasformazioni quadratiche di cui le prime alzano I’ ordine della rete oma- 
loidica, mentre le successive valgono ad abbassarlo al disotto del valore 
primitivo. Ci par giusto percid di attribuire al Noether il merito di aver 
indicato un processo di riduzione dell’ ordine di un sistema lineare di curve 
razionali, processo che fu poi applicato a sistemi di curve dei primi generi 
ed ha condotto a risultati essenziali per la teoria delle superficie razionali. 

Il Noether si @ anche occupato’di trasformazioni birazionali dello 
spazio nella Nota ,,Uber die eindeutigen Raumtransformationen .. .“ (Math. 
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Ann. 3, 1870); ma, dopo aver stabilito brevemente alcune proprieta gene- 
rali, ha preso in esame certe particolari trasformazioni che mutano piani 
in superficie di terzo ordine, insieme ad altre trasformazioni che si otten- 
gono mediante prodotti di quelle. Nella stessa Nota sono poi considerate 
superficie razionali, la cui rappresentazione piana pud ottenersi ricorrendo 


alle dette trasformazioni. 


Analisi dei punti singolari delle curve. 


Ai vari metodi adoperati da Newton in poi per lo studio dei punti 
multipli singolari delle curve algebriche si aggiunge, nella seconda meta 
del secolo scorso, un nuovo procedimento che si propone di trasformare 
la curva in un’ altra sulla quale al punto multiplo primitivo corrispon- 
dano punti semplici o multipli a tangenti distinte. Kronecker in ricerche 
che furono pubblicate solo nel 1881, ma che furono comunicate verbal- 
mente fino dal 1858 a Riemann e Weierstrass, e nel 1862 all’ Accademia 
di Berlino, ed esposte in un corso di lezioni nel 1870—71, adoperava a 
tale scopo una trasformazione birazionale della curva. Senza conoscere 
queste ricerche, il Noether nel 1871 (,,0ber die algebraischen Funktionen; 
Note II“, Géttinger Nachr., 7. Juni 1871), adoperando una successione di 
trasformazioni quadratiche dell’ intero piano, riusci a trasformare una curva 
dotata di quantisivogliano punti singolari, in un altra avente solo punti 
multipli ordinari. L’ affermazione che il numero delle trasformazioni qua- 
dratiche occorrenti é sempre finito trovasi nella Nota citata, ma la prima 
dimostrazione di questo fatto comparisce in una Nota contemporanea di 
Hamburger che aveva avuto la stessa idea. I] Noether é ritornato pit 
diffusamente sull’ argomento nella Nota ,,Uber die singularen Wertsysteme . . .“ 
(Math. Ann. 9, 1875), nella Nota gia citata ,,Rationale Ausfiihrung ...“ 
ed in altri lavori. Il suo nome é rimasto specialmente connesso con questo 
importante problema e con questo metodo, grazie all’ intuizione geometrica 
che egli ha avuto dei punti multipli infinitamente vicini, i quali ven- 
gono via via trasformati, dal procedimento riduttore, in punti distinti 
(e mereé questi definiti). Conviene qui notare che i punti infinitamente 
vicini, onde ogni singolarité risulta composta, hanno in qualche modo una 
reale esistenza, perché nel computo delle intersezioni di due curve o delle 
condizioni che un punto singolare impone alle curve di ordine abbastanza 
elevato quei punti infinitamente vicini si comportano come se fossero 
isolati. Cid il Noether stesso ha messo in luce, come abbiamo gia detto, 
a proposito del suo teorema fondamentale, ed ¢@ confermato anche dagli 
sviluppi pit recenti della teoria ove le singolarita sono studiate sistemati- 


camente anche di fronte al calcolo differenziale. 
aggiunto in seguito un risultato essenziale al suo teorema generale di 
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decomposizione, stabilendo il rapporto della propria teoria delle singo- 
larita con quelle di Smith e Halphen che si fondano sugli sviluppi di 
Puiseux. Nella Nota ,,Les combinaisons caractéristiques ...“‘ (Rendiconti 
Circolo Mat. di Palermo 4, 1890) egli determina precisamente i punti 
multipli successivi di un ramo di curva, e fa vedere il significato parti- 
colare che assumono in tale determinazione i cosiddetti termini caratteristici 
dello sviluppo in serie di potenze fratte; la natura della singolarita appare 
cosi legata agli elementi aritmetici che vengono definiti dall’ algoritmo per 
la ricerca del massimo comun divisore fra gli esponenti successivi dello 


sviluppo. 


Funzioni theta e curve pluritangenti. 


Un altro gruppo di lavori del Noether si riattacca a quel campo di 
ricerche che fu aperto dallo studio del problema di inversione di Jacobi 
nella teoria degli integrali abeliani. Come é noto, la risoluzione di esso 
é fondata sul legame che passa fra certe funzioni trascendenti di p varia- 
bili, quali sono le funzioni # o le funzioni 2p volte periodiche con esse 
formate, e certe funzioni algebriche collegate ad una curva piana di genere 
p, che furono dette Wurzelfunctionen e trovano la interpretazione geo- 
metrica nelle curve aggiunte che toccano la curva data in tutti i punti 
comuni. Le diverse soluzioni del problema algebrico-geometrico corrispon- 
dono ad altrettante funzioni #, che differiscono sostanzialmente |’ una 
dall’ altra per I’ addizione, alle p variabili, di sistemi di semiperiodi; le 
diverse # sono caratterizzate mediante i valori di certi gruppi di numeri 
detti_caratteristiché~ 


Ii primo lavoro del Noether sul soggetto ,,Zur Theorie der Theta- 
funktionen von 4 Argumenten“ (Math. Ann. 14, 1878) si connette con 
una Memoria di Weber che aveva studiato la teoria delle funzioni # di 
genere 3. Il Noether riesce ad estendere i principali risultati al caso succes- 
sivo p= 4 e stabilisce in forma esplicita un teorema di addizione per le 
relative #. Nell’ anno successivo egli affronta il problema generale nella 
Nota ,,Zur Theorie der Thetafunktionen von beliebig vielen Argumenten“ 
(Math. Ann. 16, 1879). Valendosi del processo di induzione completa 
egli ottiene risultati generali per le # di p variabili; appoggiandosi su 
ricerche del Jordan, egli approfondisce lo studio del gruppo di Galois delle 
equazioni per la bisezione dei periodi delle funzioni abeliane di genere p, 
ed assegna le operazioni che si dovrebbero compiere per risolvere le dette 
equazioni. La Nota ,,Zur Umkehrproblem“ (Math. Ann. 28, 1886) porta 
perfezionamenti al metodo classico per la risoluzione del problema di 
inversione. 
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Da un punto di vista pid geometrico é trattato il caso del genere 3 
nelle Note ,,Uber die Gleichung 8-ten Grades ...‘‘ (Math. Ann. 15, 1879), 
,Zur Theorie der Beriihrungscurven ...“ (Abhandl. d. Miinchener Akad. 
d. Wiss. 2 Kl., 17, 1889), ,,Note iiber die 7-Systeme‘ (Math. Ann. 46, 
1895), ove si sfruttano le proprieta della classica configurazione delle 
bitangenti della quartica piana e delle curve di 2°, 3°,... ordine che 
toccano la quartica ovunque la incontrano. Particolarmente notevole sotto 
Y aspetto algebrico é la prima di queste tre Note ove viene studiato siste- 
maticamente il pid semplice caso di una equazione ternaria, le cui radici 
si distribuiscono in terne tali che due radici individuano sempre una terna 
e che le radici di ciascuna terna sono legate da una relazione razionale, 
simmetrica rispetto ad esse. Della detta equazione, di 7° grado, il Noether 
esamina il gruppo di Galois, di ordine 168, e fa vedere come all’ equazione 
stessa conduca la risoluzione dell’equazione generale di ottavo grado, 
quando al campo di razionalita si aggiunga una radice di una risolvente 
di grado 30. Ad una equazione ternaria di 7° grado conduce il problema 
di determinare un gruppo di sette coniche (considerato gia da Hesse) le 
quali seghino complessivamente una quartica piana nei punti di contatto 
delle 28 bitangenti. La determinazione completa di tutti i gruppi di 7 co- 
niche dotati della detta proprieta é fatta dal Noether nell’ ultima delle 
Note sopra citate. 


Altri seritti. 


Abbiamo gia detto che le opere pit importanti ed originali del 
Noether appartengono al primo periodo della sua attivita scientifica. Egli 
continué a lavorare durante tutta la sua lunga vita, ma quando senti 
diminuite, per |’ eta, le facolta inventive, volle rendere ancora dei servigi 
alla diffusione del sapere, approfittando della sua larga e profonda coltura. 

Dal 1891 al 1894 egli collaboré col Brill ad una Monografia che fu 
pubblicata nel Jahresberichte der Deutschen Math.-Vereinigung (Band 3) 
sotto il titolo ,,Die Entwicklung der Theorie der algebraischen Funktionen 
in alterer und neuerer Zeit‘‘. La Monografia pregevolissima contiene uno 
sguardo completo sulla storia delle funzioni algebriche di una variabile 
€ sui progressi apportati alla teoria nella seconda meta del secolo scorso, 
per via geometrica ed analitica. 

Comincia in quell’ epoca la serie delle commemorazioni che il Noether 
scrisse di molti dei maggiori matematici del suo tempo: Cayley, Sylvester, 
Brioschi, Lie, Hermite, Cremona, Salmon, Liiroth, Gordan e Zeuthen. Chi 
abbia letto queste biografie sa con quanto acume il Noether cerchi di 
mettere in rilievo i caratteri essenziali della produzione scientifica dei 
singoli autori, e con quanta simpatia vengano ricordati quei matematici 
12 
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a cui egli fu legato da relazioni amichevoli. Questa collezione di comme- 
morazioni fornisce una preziosa raccolta di notizie per chi vorra scrivere 
la storia del pensiero matematico nella seconda meta del secolo XIX. 


Negli ultimi anni della sua vita, che si chiuse il 13 dicembre 1921, 
egli cered conforto ai dolori per la sorte della sua patria, dedicandosi 
alla lettura e alla interpretazione delle opere di uno dei maggiori geni 
del nostro Rinascimento, Leonardo da Vinci. L’ indice analitico del Codice 
Atlantico da lui redatto ed inviato ad uno di noi appena conclusa la pace, 
si trova oggi presso |’ Istituto di studi Vinciani che ne curera la stampa 
dopo averlo tradotto e integrato nelle parti ove apparisca meno completo. 
Questa comunione di pensiero col sommo italiano costituisce un nuovo 
legame fra il matematico tedesco ad il nostro paese dove egli ebbe tanti 
ammiratori. 


(Eingegangen am 5. 7. 1924.) 


Schriftenverzeichnis'). 


. Bahn des Kometen III, 1861. Astronomische Nachrichten 69 (1867), S. 103—108. 

. Mehrere Noten zur Theorie der algebraischen Funktionen, als Voranzeigen: Giét- 

tinger Nachrichten 1869, S. 298-306; 1870, S. 1-6; 1871, S. 267-278; 1872, 

S. 490-498; 1873, S. 116—132; S. 248-254. 

8. Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde von beliebig 
vielen Dimensionen. Math. Ann. 2 (1869), 8S. 293-316. 

4. Uber Flachen, welche Scharen rationaler Kurven besitzen. Math. Ann. 3 (1870), 
8. 161—227. 

5. Uber die eindeutigen Raumtransformationen, insbesondere in ihrer Anwendung 
auf die Abbildung algebraischer Flichen. Math. Ann. 8 (1870), S. 547—580. 

6. Sulle curve multiple di superficie algebriche. Ann. di mat. (2) 5, S. 163—176. 

7. Zar Theorie der eindeutigen Ebenentransformationen. Math. Ann. 5 (1872), 
8. 635-639. 

8. Uber einen Satz aus der Theorie der algebraischen Funktionen. Math. Ann. 6 
(1872), S. 351-359. 

9. In Alfred Clebsch, Math. Ann. 7 (1873), S. 30—37, der Teil iiber algebraische 
Flachen. 

10. Uber die algebraischen Funktionen und ihre Anwendungen in der Geometrie, zu- 
sammen mit Brill. Math. Ann. 7 (1873), 8S. 269-310. 

11. Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde. Zweiter Aufsatz 
Math. Ann. 8 (1874); 8. 495—533. 

12. Uber die singularen Wertsysteme einer algebraischen Funktion und die singularen 
Punkte einer algebraischen Kurve. Math. Ann. 9 (1875), S. 166—182. 


eo = 


*) Nach eigenen Aufzeichnungen, erginzt von E. Noether. 








a 








ee See 








18. 


14. 
15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


21. 


23. 


24. 


25. 


27. 


28. 





Max Noether. 179 


Uber die algebraischen Formen, deren Hessische Determinante identisch ver- 
schwindet. Zusammen mit Gordan. Math. Ann. 10 (1876), 8. 547-568"). 

Zur Eliminationstheorie. Math. Ann. 11 (1875), 8. 571—574, 

Zur Theorie der Thetafunktionen von vier Argumenten. Math. Ann. 14 (1878), 
8. 248-293. 

Uber die Gleichungen 8. Grades und ihr Auftreten in der Theorie der Kurven 
4. Ordnung. Math. Ann. 15 (1879), S. 89-110. 

Uber die Schnittpunktsysteme einer algebraischen Kurve mit nicht adjungierten 
Kurven. Math. Ann. 15 (1879), 8. 507—528. 

Zur Theorie der Thetafunktionen von beliebig vielen Argumenten. Math. Ann. 16 
(1879), 8S. 270-344. 


Notiz iiber eine Klasse symmetrischer Determinanten. Math. Ann. 16 (1879), 
8. 551—555. 


. Uber die invariante Darstellung algebraischer Funktionen. Math. Ann. 17 (1880), 


8. 263—284, 


Ober einen Satz aus der Theorie der algebraischen Funktionen. Schreiben an 
Herrn Fuchs. Journal f. Math. 92 (1881), S. 301—303. 


. Note iiber die algebraischen Kurven, welche eindeutige Transformationen in sich 


zulassen. Math. Ann. 20 (1882), S. 59-62. Fortsetzung in Math. Ann. 21 (1883), 
8. 188—140. 

Bemerkungen zur Ubersetzung von Fad di Bruno; Binire Formen. Leipzig, 
B. G. Teubner, 1881. 

Zur Grundlegung der The rie der algebraischen Raumkurven. Preisschrift 1882. 
Abhandlungen der preuBischen Akademie der Wissenschaften 1882, S. 1—120. 
Auszug gleichen Titels. Journal f. Math. 93 (1882), 8. 271-318. 


. Uber eine Flache 6. Ordnung vom Flachengeschlecht 1. Math. Ann. 21 (1883), 


8. 399—410. 

Uber die ein-zweideutigen Ebenentransformationen. Erlanger Berichte 1876 und 
weitere Noten dort als Voranzeigen. 

Beweis und Erweiterung eines funktic th tischen Satzes des Herrn Weier- 
strass. Crelles Journal 97 (1887), 8. 224—229. 








. Rationale Ausfiihrung der Operationen in der Theorie der algebraischen Funk- 


tionen. Math. Ann. 23 (1883), S. 311—358. 


. Zur Reduktion algebraischer Differentialausdriicke auf die Normalform. Erlanger 


Berichte 1883 als Voranzeige. 


. Uber die algebraischen Differentialausdriicke. Erlanger Berichte: Zweite Note 


1884, dritte 1884, vierte 1886. 


. Uber das Jacobische Umkehrproblem. Erlanger Berichte 1884. 

. Reduzible Kurven. Erlanger Berichte 1885. 

. Totale Differentialausdriicke. Erlanger Berichte 1886. 

. Notiz iiber die Normalkurven fiir p= 5, 6, 7. Math. Ann. 26 (1885), S. 148-150. 
. Uber die reduktiblen algebraischen Kurven. Acta math. 8 (1886), 8. 161—192. 

. Zam Umkehrproblem in der Theorie der Abelschen Funktionen. Math. Ann. 28 


(1886), S. 354-880. 


*) Zu dieser und einer Reihe von weiteren Abhandlungen Voranzeigen in den 


Sitzungsberichten der Erlanger phys. med. Sozietit. In das Verzeichnis sind nur 


soleche aufgenommen, die der Publikation zeitlich stark vorangehen. 


12* 











180 G. Castelnuovo, F. Enriques, F. Severi. 


41. 


42. 


44. 
45. 


46. 


47. 


51. 


52. 


53. 


ax 


58. 


59. 


60. 


61 


63. 
64. 


. Uber die totalen algebraischen Differentialausdriicke. Math. Ann. 20 (1886), 


8. 339-381. 


. Uber den Fundamentalsatz der Theorie der algebraischen Funktionen. Math. 


Ann. 80 (1887), 8. 410-417. 


. Extension du théoréme de Riemann-Roch aux surfaces algébriques. C. R. Okto- 


ber 1886. 108, 8S. 734-737. 
Anzahl der Moduln einer Klasse algebraischer Flichen. Sitzungsber. der preuB. 
Akademie der Wissenschaften, Februar 1888, S. 123—127. 


Axel Harnack, Nekrolog. Ztschr. fiir Math. und Physik 28 (1888), Hist.-lit. 
Abt., 8. 121—124. 


. Uber eine Klasse von auf die einfache Ebene abbildbaren Doppelebenen. Math. 


Ann. 38 (1889), S. 525-545. 

Uber die rationalen Flichen 4. Ordnung. Math. Ann. 88 (1889), S. 546—571. 
Zur Theorie der Beriihrungskurven der ebenen Kurve 4. Ordnung. Abhandl. der 
Miinchener Akademie der Wissensch., 2. Ki., 17 (1889), S. 103—150. 

Zum Fundamentalsatz der Theorie der algebraischen Funktionen. Math. Ann. 84 
(1889), S. 450—453. 

Les combinaisons caractéristiques dans la transformation d’un point singulier. 
Rend. Circ. Mat. Palermo 4 (1890), S. 89—108. 


. Addition & cette note. Ibid. 8. 299-301. 
49. 


Zur Theorie der Abelschen Differentialausdriicke und Funktionen. Math. Ann. 37 
(1890), S. 417—460, 465—499. 


. Rezension iiber Poincaré: Probléme des 3 corps. Vierteljahresschrift der astron. 


Ges. 25 (1890), S. 258-292. 

Zum Beweise des Satzes der Theorie der algebraischen Funktionen. Math. Ann. 6. 
Math. Ann. 40 (1891), S. 140—144. 

Die Entwicklung der Theorie der algebraischen Funktionen in alterer und neuerer 
Zeit. Bericht, gemeinsam mit Brill. Jahresbericht der deutschen Mathematiker- 
Vereinigung 3 (1894), S. 107—566. 

Die Siebensysteme von Kegelschnitten, welche durch die Beriihrungspunkte der 
Doppeltangenten einer ebenen Kurve 4. Ordnung gehen. Miinchener Sitzungsber. 
25 (1897), 8S. 93—100. 


. Arthur Cayley. Math. Ann, 46 (1895), S. 462—480. 

. Note iiber die Siebensysteme (vgl. 53). Math. Ann. 46 (1895), S. 545—556. 
56. 
57. 


Uber den gemeinsamen Faktor zweier binirer Formen. Erlanger Berichte. 1895. 
Konsekutive und koinzidierende Elemente einer algebraischen Kurve. Congress 
mathematical papers. Chicago 1896 (geschrieben 1893), 8S. 253-257. 
Mitherausgabe von 0. Hesses ges. Werken. Vorrede und Biographie in denselben. 
1897. (1875 Nekrolog in Ztschr. f. Math. u. Phys. 20.) 

Uber kontinuierliche Gruppen von Cremonatransformationen. Jahresbericht der 
deutschen Mathem.-Ver. 5 (1897), S. 68—69. 

James Joseph Sylvester. Math. Ann. 50 (1897), S. 133—156. 


. Francesco Brioschi. Math. Ann. 50 (1898), 8S. 477—491. 
62. 


Uber Riemanns Vorlesung iiber Abelsche Funktionen. Jahresber, der deutschen 
Math.-Ver. 8 (1900), S. 177—178. 

Sophus Lie. Math. Ann. 53 (1900), S. 1—41. 

Zur Erinnerung an Karl Georg Christian von Staudt. Festschrift der Universitat 
Erlangen zum 80. Geburtstag des Prinzregenten Luitpold von Bayern. Deichert, 








65. 


. Nachtrige zu B. Riemanns Werken (mit Wirtinger). Leipzig, Teubner 1902. 
67. 


69. 
70. 
va 
72. 
73. 
74. 
75. 
76. 


77. 
78. 


Max Noether. 181 


Erlangen und Leipzig 1901. Wiederabdruck Jahresb. der deutschen Math.-Ver. 32 
(1923), S. 97-119. 


Charles Hermite. Math. Ann. 55 (1901), 8. 387-385. 


Uber die singuliren Elemente der algebraischen Kurven. Math. Ann. 56 (1902), 
8. 677—684. 


. Rationale Reduktion der Abelschen Integrale. Acta math. 26 (1903) (Abelband), 


8. 205-225. 

Sophus Lie di M Noether, Traduzione di A. Viterbi. Giornale Battagl. 41 (1903), 
8. 145—180. 

Luigi Cremona. Math. Ann. 59 (1904), S. 1—19. 

George Salmon, Math. Ann. 61 (1905), S. 1—19. 

Relazione del concorso internazionale per la medaglia Guccia. Zusammen mit 
Poincaré und Segre. Atti Congr. intern. 1908 und Circ. mat. Palermo 26 
(1918), S. 145-151. 

Geschichte der physikalisch-medizinischen Sozietét zu Erlangen im 1. Jahrhundert 
ihres Bestehens. Erlangen, Mencke 1908. 83 Seiten. 

Ubermittlung von Nachschriften Riemannscher Vorlesungen. Géttinger Nachr. 
Geschaftl. Mitt. 1909. 

Heraurgabe von H. Stahl: Abri® einer Theorie der algebraischen Funktionen 
(mit Léffler). Leipzig, Teubner 1911. 


Jakob Liiroth (gemeinsam mit Brill). Jahresber. der deutschen Math.-Ver. 20 
(1911), S. 279-299. 


Paul Gordan. Math. Ann. 75 (1914), S. 1-4. 
Hieronymus Georg Zeuthen. Math. Ann. 83 (1921), S. 1—23. 


Zahireiche Rezensionen in Ztschr. f. Math. u. Physik, Archiv f. Math. und Literarisches 


Zentralblatt. Darunter iiber Leonardo da Vincis Codice Atiantico: Lit. Zentral- 
blatt 1895 und ff. 











Ober Spezialkurven. I. 
Von 


K. Petri in Wollmesheim (Pfalz). 


1, Einleitung. 


Das Studium algebraischer Funktionen einer Verianderlichen la8t sich 
am einfachsten durchfiihren, wenn man die kanonische C*?~* des S,_, 
zugrunde legt; aus ihr ergeben sich alle Spezialkurven durch Projektion *), 
Spezialkurven Cy im S, sind die Bildkurven von Spezialscharen g;; 


den. Volischaren entsprechen Vollkurven oder Normalkurven, den Teilscharen 
Teilkurven. 


Im allgemeinen Koérper sind nur solche Spezialscharen méglich, fiir 
welche: 


t=p—(r+1)(p—n+r)S0, 


und zwar gibt es dann co‘ solcher Scharen; auBergewéhnliche Kérper 
werden dadurch definiert, da8 es in ihnen auBergewodhnliche Scharen gibt, 
fiir welche obige Beziehung nicht statthat. 


Im folgenden ersten Teil behandle ich einfach iberdeckte Normal- 
kurven, der hyperelliptische Fall scheidet also aus; bei sehr vielen speziellen 
Kérpern gibt es aber p-Relationen vom Range 3 oder die C*?~* laBt 
sich in mehrfach iiberdeckte Kurven in Raumen S, (r > 1) projizieren; 
man mu8 also neben einfachen auch mehrfach iiberdeckte Kurven be- 
trachten, wenn man ausnahmslose Resultate erhalten will; entsprechende 
Entwicklungen bringt der zweite Teil; auch hoffe ich dort eine einwand- 
freie Besprechung der fiir auBergewohnliche Scharen charakteristischen 


Gleichungen geben zu kénnen, welche die Zahl der verfiigbaren Parameter 
in jedem Fall ersehen JaBt. 


) Siehe Enc. III C7: C. Segre, Mehrdimensionale Riume 26; F. Klein, Riemann- 


sche Flichen, S. 88; A. Brill und M. Noether, Math. Annalen 7, § 9; C. Segre, Ann. 
di mat. (2) 22. 
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Da die bestimmenden Gleichungen aus den g-Relationen fiir die C*”~* 
abgeleitet werden, mu8 ich mich auf die Resultate meiner Arbeit in 
Math. Ann. 88 stiitzen: Uber die invariante Darstellung algebraischer Funk- 
tionen einer Veranderlichen. 

Um die Anwendbarkeit der Methoden auch auf Kérper speziellster 
Natur zu zeigen, handle ich in Abschnitt 7 von den Kleinschen kano- 
nischen Kurven*), d. h. solchen Kurven, fiir welche die adjungierten Formen 
i-ter Ordnung (¢ > — d+ 1) mit den ganzen Formen (d + i — 1)-ter Ord- 
nung iibereinstimmen, und insbesondere von den elementaren kanonischen 
Kurven, wobei sich die untere Grenze fiir die Ordnung im S, ergibt. 


Ubersicht. 


. Die charakteristischen Relationen. 
. Die adjungierten Formen. 

. Die ganzen algebraischen Formen. 
Die ganzen rationalen Formen. 
Die Differentialformen. 

. Kleinsche kanonische Kurven. 


2. Die charakteristischen Relationen. 


Einer spezialen Vollschar gx ohne feste Punkte entspricht eine speziale 
Vollkurve,C; des Geschlechtes p in einem S,, welche als-Projektion der 
kanonischen Kurve C*?~* von einer residualen Punktgruppe aus erhal- 
ten wird. 

Ist die Schar g; nicht zusammengesetzt, so ist die C” eine einfach 
iiberdeckte Kurve; ich beschrinke mich zunichst auf solche Scharen, setze 
also r >1 voraus, wenngleich die meisten Siatze auch hier ihre Geltung 
bewahren; sind jetzt: 

== --- =F, 
r-+-1 linear unabhangige gy, welche in einer residualen G, verschwinden, 
dann bestehen Relationen: 


(1) poPy +... + 9,9, =0, 
wo die ® lineare Kombinationen der p Formen ¢ sind, an Zahl: 
(p+ 1),—(p— Tr) —(p—1+n) 


linear unabhingige; unter ihnen sind fiir r= 2 immer p — 8, fiir r>3 
im allgemeinen p — 2, in speziellen Fallen aber nur p — 8 iiberhaupt un- 


*) F. Klein, Zur Theorie der Abelschen Funktionen, Math. Annalen 86, § 8. Begriff 
der elementaren Kurve siehe Enc. II B 2: W. Wirtinger, Algebraische Funktionen 27, 
siehe ebenda 37: Kanonische Kurven. 
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abhangig*). Diese speziellen Fille sind geometrisch dadurch zu definieren, 
da8 die durch Projektion entstehende C” auf einer Normalregelfliche M]~* 
des S_, fiir r = 5 auch dadurch, da8® sie auf der Veroneseschen Flache liegt. 
Haben ¢;, ¢", ..., pf eine zu G,: korresiduale Gruppe gemein, wih- 
rend sie in der gleichen G, treffen wie 9, 9,,..-,9,, 80 liefert der 
Riemann-Rochsche Satz weiter die Relationen fiir r’ > 0: 


(1), (3) (r’) (r’) (r’) 


(2) Goi Pyles -2Pe = Pe Pe ree Op = HQ Q:...: g's 
wenn gy die zu g, residuale Schar_ bedeutet. 

Im allgemeinen K6érper sind diese (r + 1) (r’ +-1) Formen p bekannt- 
lich linear unabhangig, bei speziellen Kérpern braucht dies nicht der Fall 
zu sein. 


Jede solche Relation legt den Parametern des Kérpers eine Bedingung 
auf und die Zahl der Parameter wird im allgemeinen gerade um die Zahl A, 
dieser Relationen verkleinert. 


Die Relationen (2) werden identisch befriedigt durch die Substitution: 
(3) Pi = XY. 


Setzt man demnach g,;=—2z,y, (i= 0,...,7r) in die Relationen (1) 
ein und schreibt allgemein fiir die ¢: 


P = (2pYu, 25 +++ 2), 
p=(r+1)(r°+1)—4,+1, 
dann bestehen zunichst A, lineare Relationen: 
(4) Anti, = 9, 


wo die «,, Konstanten werden; weiter werden die Relationen (1), so- 
weit sie nicht identisch verschwinden, nach Wegnahme des gemeinsamen 
Faktors y,: 


t r’ 
(5) a Mir + 24% =9, 
te = 


wo: 


wo die wu; linear, die v, quadratisch in x sind; hierunter sind natiirlich 
auch eventuelle Relationen: 
vy,=090 

enthalten. 

Die A, Relationen (4) und A, Relationen (5) geniigen demnach fiir 
r = 2 jedenfalls zur Bestimmung der y und z proportional ganzen ratio- 
nalen Formen in z, die bis auf feste Faktoren mit den adjungierten 
Formen (*~* iibereinstimmen miissen, fiir r>3 kann man, abgesehen 
von den Math. Ann. 88, 8.270 genannten Ausnahmefillen, y und z auf 


%) Math. Annalen 88, S. 246 u. 270; obige Bemerkung ware dort anzufiigen. 
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mannigfaltige Weise proportional ganzen rationalen Formen in x bestimmen; 
die Substitution dieser Werte in die iibrigbleibenden Gleichungen ergibt 
dann ein System von Relationen in 2, welche zur Bestimmung der C” 
wirklich ausreichen. 

Beispielsweise hat man fiir den ordinéren Fall p= 10, wo eine g? 
existiert und die residuale-g? mit ihr nicht identisch ist und keine festen 
Punkte hat, fiir die gp: 


YP (X;Y,, 2) (¢,&=0,1, 2), 
und die drei Relationen: 


9, = 1,2 — G,(z*/y) =0 
fihren zusammen mit den drei entsprechenden: 
h, = y,2 — H,(x/y*) = 0 
in einfacher Weise mit Hilfe der bestehenden Identitaéten zur expliziten 
Bestimmung. 
Ist dagegen die Schar g? sich selbst residual, so bestehen die drei 
Relationen: 
©, Yp— %y,=0, 
©1Y3 — %y, = 0, 
%Y3 — TY, = 0 
und das System der @ ist gegeben durch (2,y,, 2,,...,2,), die Rela- 
tionen (5) gehen, wenn man (3) durch die Substitutionen: 
¥, = U2, 
identisch befriedigt, iiber in die vier Relationen: 
Uj 52 + Ujg%q + Ue tet uj,% +Uju=0 (¢=1,...,4), 


wo die w,, linear, U; kubisch sind; die O° erhalt 3p — 3 — 3 = 24 Para- 
meter (abgesehen von acht Konstanten linearer Transformation). 

Fiir r = 3 nehme man die Vollkurve ,C;;*) es gibt eine g3 und die 
residuale g}; die m sind gegeben durch (z,y,) (¢ = 0,...,3; k=0, 1); 
es besteht eine Relation (4): 


Yuty,v=0 


¥oU;+ ¥,V,= 9, 
wo u,v linear, U,, V; quadratisch in. sind; zur Bestimmung von y, und y, 
kann man beispielsweise die erste Relation identisch erfiillen, also setzen: 


und zwei Relationen (5): 


ery. ae 


4) M. Noether, Berl. Abh. 1882, § 17, a,; Zahl der Konstanten wird dort mit u 
bezeichnet. 
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dann erhalt man 2 F mit gemeinsamer Geraden, der einzigen 4 -punktigen 
Sehne und der C* als Restschnitt; Konstantenzahl 3p — 3 — 1+ 15 = 82. 


3. Die adjungierten Formen. 


Bei ebenen Kurven spielen eine besondere Rolle diejenigen Scharen, 
welche von adjungierten Kurven C*~*** ausgeschnitten werden. Fiir 9 = 0 
erhilt man die kanonische Schar gj,"., fiir 0 > 0 Vollscharen g?)°;2?,,; 
ich nenne diese Scharen adjungiert. 

Fiir héheres r werden die gleichen Scharen auf der C” ausgeschnitten 
durch die adjungierten Flachen, das sind solche Flachen M,_,, die im 
Restschnitt von (r —1) unabhingigen Flachen des Moduls der ©" in be- 
bestimmter Vielfachheit verschwinden®). Die Definition dieser Flachen ist 
demnach abhingig von der Auswahl der dem Modul entnommenen r— 1 
Relationen; die adjungierten Scharen sind aber an der C” selbst in in- 
varianter Weise bestimmbar. 

Adjungierte Scharen der spezialen Vollkurve C” nenne ich diejenigen 
Scharen gop-2+on (Q 20), welche auf der C*?~* Scharen goy-34., ent- 
sprechen, die ausgeschnitten werden von ®°*” , welche in irgendeiner Rest- 
gruppe G, o-fach (oder in 9 Restgruppen G,, gleichzeitig) verschwinden. 

Es sind dies dieselben Scharen, die von den Noetherschen Flachen 
ausgeschnitten werden; fiir g=0 herrscht Ubereinstimmung; denn die 
gip_: wird auf C*”~* ausgeschnitten von ®”, welche in Gy 0-fach ver- 
schwinden, auf der C” durch Flachen y,; verschwinde nun gy, in Gy’, 80 
wird die spezielle von y,-2j ausgeschnittene Gruppe der Schar goy-o+on 
auf der C*?~* ausgeschnitten durch p-pf; der Rest ist also die o-fache 
Gruppe Gy, also kann die ganze korresiduale Schar durch ®°*” mit 
o-facher Gruppe G, ausgeschnitten werden. 

Ich werde nun zeigen: 

1. daB die Gesamtheit aller dieser adjungierten Formen der Ordnung 
o-+1 gerade dargestellt wird durch die Formen: 


y@z;, yerhy., 


wo y ganze rationale Formen in z der Ordnung ¢ sind; 

2. daB die Relationen (4) und (5) im allgemeinen gerade ausreichen, 
um diese Formen fiir 9 = 0 auf p, fiir 9 > 0 auf on + p—1 linear un- 
abhangige zuriickzufiihren; fiir r— 2 besteht weiter eine einzige Relation: 
(6) TWP at TK Hs =0, 


®) M. Noether, Math. Annalen 8, § 7; mit 7) bezeichne ich in der Folge ganze 
rationale Formen des Grades 9, mit I’ ganze algebraische Formen des Grades o. 
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die nicht Folge der Relationen (4), (5) ist; in dem in 1. bezeichneten 
Ausnahmefall bestehen r — 2 Relationen: 


(7) TP at Tr H = 0; 
8. daB jede Relation der Form: 


f= Srv a+ Sry, =0 


dem Modul der Relationen (4), (5), (6) und (7) angehért; m. a. W. bezeich- 
net man diese mit f,", f{”, f,”, so besteht z. B. eine identische Gleichung: 


f= EW + DM + SMe 


Der Nachweis dieser Satze gelingt durch Aufstellung eines Basissystems 
fiir alle Formen ®*”, die in einer Gruppe G, 9-fach verschwinden. Ich 
habe derartige Systeme Math. Ann. 88 allgemein fiir die ® S.246 und 
fiir die 6°*” speziell fiir die Normalkurve C?** im S, 8. 276—27s auf- 
gestellt; die Schliisse sind ganz dieselben, nur daB bei einer ©” auch der 
Einflu8 der Relationen g; (S. 249) zu beriicksichtigen ist. 

Die Formen 9, . ..., y, sind durch r +1 allgemeine Punkte der 0*?~? 
derart normiert, daB gp, in allen Punkten verschwindet bis auf den Punkt :; 
dann ist das System adjungierter Formen ©” unmittelbar gegeben durch 

Po Pos Pr: D,'s Pos +++s Pr 

Ich habe 1. c. bewiesen, daB alle Produkte der Form y,®* (i=0,...,1) 
sich auf lineare Kombination dieser Formen zuriickbringen lassen und zwar 
einzig durch Relationen der Form (1); die Subst. (3) fiihrt demnach zu 
Relationen (4) und (5), aus denen sich der Faktor y, abspaltet; unter 
Beriicksichtigung des Umstandes, da8 genau r’ Relationen g: 

9 = 9%, + 9, 2" =0 
bestehen, findet man n-+ p — 1 linear unabhangige Formen des Systems 
©,. Mit Weglassung des Faktors y, hat man also n+ p—1 linear un- 
abhangige Formen: 
2; 2, 2; Y;- 
Hiernach 1a8t sich die Zahl der nicht identisch verschwindenden, oder auf 
(4) zuriickfiihrbaren Relationen (5) 4, angeben. 

Relationen (4) gibt es 4, linear unabhingige, zwischen denen 4,, 
lineare Identitéten bestehen mégen*); da es weiter Produkte obiger Art 
(r+1)¢+(1+2),(r’+ 1) gibt, findet man unter Beriicksichtigung von ~ 
p=(r+1)(r’+1)—4, +18: 

4,=rp—(r+1),(r°+1)+4,—n+1. 


*) Vgl. D. Hilbert, Math. Annalen 86: Uber die Theorie der algebraischen Formen. 
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Bilden wir weiter das System ©,; zu den Formen ©” gehdren 
sicher die Formen: 
yo, (¢=r+1,....p—1), »®, 
aber zwischen ihnen bestehen noch Beziehungen. 


Fiir r = 2 sind alle Beziehungen durch die Relationen (1) gegeben; mit 
ihrer Hilfe reduzieren wir auf die Form: 


PM 9, (§=2,---5P—1), PoP» iPr Par P™, 
wo P®, P® Formen in Po» P; Sllein bedeuten; bedenken wir weiter, daB 
es r’ Relationen: 
9 = 9 O° + 9, B= 0 
gibt, so folgen hieraus genau 2r’ Relationen: 


aP P? i= 


es gibt also obiger Produkte gerade 3(p — 2)+ 7 —2r’=2n+p—1; 
so viele kann es aber héchstens geben; wir haben also alle. 

Fiir r>2 treten neben die quadratischen Relationen (1) noch ge- 
wisse kubische Relationen G der Form: 


(8) G=agita gt SPig=0 (i,k =2,...,7; 6+b), 
‘ 


wo a und a’ nicht identisch verschwindende lineare Formen in gy, und 9, 
sind (Ann, 88, 8. 251); solcher Relationen G gibt es r — 2 linear unab- 
hangige, aber ich habe |.c. 8.270 nachgewiesen, daB die Relationen G 
dem Modul der Relationen (1) angehéren, wenn die C” nicht auf einer 
M;~* des S, liegt; in allen Fallen gelingt mit Hilfe der Relationen (1) 
und (8) die Reduktion unseres Systems ©“ auf folgende Formen: 


3). 


P* p, (6 = 2, ...,P—1)s Po Pas --+2 Poor Pi Par Pav =++9 Me, P™; 


das sind 3p — 3+ 2r Formen, zwischen denen vermége der r’ Relationen 
g noch gerade 2r’ Relationen: 


SPP = 0 
Fi 


bestehen, so da8 wir 3p— 3+ 2(r—r’)=p—1-+2n Formen haben. 
Fiir das System ©“ erhalten wir fir r=2 vermége der Rela- 
tionen (1) die Formen: 


6”: Py, (¢=2,...,.p—1), 


() 
Po Par Ps Par Po Par PoP Par Pi Pas Par Ps 





— a 


ft -- tS huh 
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also unter Beriicksichtigung der 3r’ Relationen: 
DSP? %=0 


4p+2—8r’ =p—1+3n-+ 1 Formen; wir schlieBen, daB eine weitere 
Relation zwischen unsern Formen bestehen muB, die nicht Folge der Re- 
lationen (1) ist; nach Abspaltung des Faktors y, haben wir die Relation: 


f= Sat Sry =. 


Fiir r>2 dagegen geniigen die Relationen (1) zusammen mit (8) 
in jedem Falle zur Reduktion unseres Systems auf 3n-+-p— 1 Formen; 
der Beweis ist wértlich derselbe wie Math. Ann. 88, 8. 277; fiir beliebiges 0 
ethalt man das System 6: 


(9) P®-%g,(¢=2,...,.p—1), P®- p32, pf *o} (6 =3,...,r). 


ge * pt (6 =2,..., 17), -. 5 9F (8 = 2,...,7), P™, 
unter Beriicksichtigung der (9 — 1)r’ Relationen: 


SPE = 0 


gerade (o — 1)n-+ p—1 linear unabhiangige Formen. 
Hieraus folgt aber unmittelbar, daB jede Relation der Form: 


f= STnrat Srv y 

auf Relationen der Form (4), (5), (7), im allgemeinen aber auf Rela- 
tionen (4), (5) allein reduzierbar ist; nach Multiplikation mit y; erhilt 
man namlich eine Relation zwischen Formen ®”*”, die »-fach in G, ver- 
schwinden; solche sind durch Relationen (1) und (8) darstellbar mit Fak- 
toren, die nur von @,,..., y, abhangen; es laBt sich also wiederum der 
Faktor y; abspalten. 

Damit sind unsere Satze bewiesen. 

Speziell bemerken wir fiir r= 2, da fiir unsere Normalkurve C” die 
adjungierten O"~*, O"~* dem Modul der adj. C*~* allein angehéren miissen, 
und da& das gleiche sogar fiir f gilt vermége der Relation: 


f= Svat Srv y: 


daraus folgt aber, daB die adjungierten C”~* weder feste Punkte auBer- 
halb der C” noch einen festen Teiler haben kénnen’). 


Die adjungierten Spezialscharen gop-2-,, werden ausgeschnitten durch 


*) Fiir allgemeine Kurven vgl. E. Bertini, Ann. di mat. (2) 22: La geometria 
delle serie lineari etc. § 5, 22; § 4, 18. 
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solche gm, welche in einer Gruppe G, o-fach verschwinden, fiir 9 = 1 hat 
man die Schar g;, deren Gruppen die Verschwindungspunkte der Formen: 


Yor +++» YY 
sind; wir nehmen an, daB die Vielfachen der Schar g, Vollscharen 
Gale Bike «08 946 seien, und daB d die héchste Zahl ist, fiir welche g,, 
Spezialschar ist; dann kénnen wir die Formen y weiter zerlegen. Wir 
wahlen aus den Formen y diejenigen r;-+-1—p—2n-+r, aus, welche 
etwa in der von x, ausgeschnittenen Gruppe einfach verschwinden, ihre 
weiteren Nullpunkte bestimmen die Vollschar 923 2n—2; die zugehérigen in 


G, doppelt verschwindenden @ seien y,, y,,---, y,; dann bestehen Re- 
lationen: 


( ( 2). . (ts), . 
Yor Wiis Y= ye: yen ss. Yr: oso ye sy Saast es 
die identisch befriedigt werden durch die Substitution: 
p= Xi ¥;. 


Unter den Formen X, sind aber unsere Formen <. ..., @2, wir kénnen 
also einen Teil der Formen x,y, ersetzen durch z,x,Y,, und zwar derart, 
daB die zu G,,, residuale Schar bestimmt wird durch: 


Y,.--¥,5 
die zu G, residuale Schar durch: 


Yu Per—as 0-09 Y'- 


In der gleichen Weise kann man fiir d > 2 die Y zerlegen usf. und kommt 
schlieBlich zu einer Darstellung der ¢: 


P = (7 W953, 2 Yair +++» Yass 


wo jetzt mit y,, die friiheren Formen z bezeichnet seien; dabei entsprechen 
der adjungierten Vollschar g,,->-,, die Formen: 


yy, 7'4-O- Dy, y - ++) Ya-e.8 
fir 0S ocd. 
Damit zergliedern sich auch unsere Relationen (4), (5), (7); denn 
die Formen einer Reihe sind im allgemeinen nicht linear unabhangig; wir 
erhalten das Formelsystem: 


Py nt Yor =0 


(10) a Yor + Sr Yi =0 


(d+1) 


a7 Yor + 27? n+ + DH yas =0. 
' 


SW + 
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Fiir r = 2 tritt hierzu eine Relation: 
(11) SH yes + SH Het. + Sr? yas = 0. 


Fiir r>2 treten in den genannten Ausnahmefillen noch r—2 Rela- 
tionen hinzu: 


(12) SE yas + SI et oe + SH yas = 0. 
Unter diese Relationen (9), (10), (12) sind auch Relationen von der Form. 


yOy = 0 
zu zahlen. 

Fiir r = 2 ist das Gleichungssystem (10) nicht mehr iiberzahlig, d. h. 
existieren t; linear unabhangige y,, und betrigt die Zahl der Gleichungen 
jeder Art von (10) 0), 0,,...,6,, 80 muS immer gelten: 


t+... +t, —-L=a+...+4,; 
es folgt dies unmittelbar aus den Gleichungen: 
P=, t+ _,(t, — 5) +... + g(t, — O4_;) 
n+p—L=Miit +m, (1, —%)+...+,(t4y— 0,_,) — 9%, 
2n+ p—1 = Mog ty + Maas (Tt, — %) + --- + Mg (Ty — Og_,) — 0, 9 


3nu+p = Mass to + Mara(ty — %) +--+ + M3 (ta — Fa-1) — Mg %, 
wo n, = Ret) gesetzt ist, durch Subtraktion. 

Bezeichnen wir die als adjungierte Formen 1. Ordnung, so sind die 
Y,-, als solche 0-ter, y,_, als solche (— 1)-ter Ordnung zu bezeichnen 
usf., es gibt also adjungierte Formen von der Ordnung —(d-—1) auf- 
warts; adjungierte Formen negativer Ordnung sind also solche, die durch 
Multiplikation mit ganzen Formen in solche positiver Ordnung iibergehen. 


4. Die ganzen algebraischen Formen. 


Die Verschwindungspunkte der ganzen rationalen Formen y®) auf der 
C” bilden eine Schar, der ein gewisser Defekt d, zukommt; der zugehérigen 
Vollschar g,, entspricht auf der 0*”~* diejenige Vollschar, welche von 
allen ®© ausgeschnitten wird, die in einer Restgruppe G, o-fach ver- 
schwinden. 


Denn eine spezielle Gruppe G,, kann von gj ausgeschnitten werden; 
ihr Rest in bezug auf ®® ist die g-fache Gruppe G,,; also kann die ganze 
korresiduale Schar durch ®® ausgeschnitten werden, welche G, 9-fach 
enthalten. 
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(e) 


Wir kénnen also diese © proportional den ganzen Formen o-ter 


Ordnung I’ setzen und schreiben I = =:4 
5 

Verschwindet eine ganze Form I’ in allen Nullpunkten einer Form 
r® (9> 0’), so gilt: 

r? — re re-e) , 
wo auch J"°-®? eine ganze Form ist. 

Die zugehérige ®® verschwindet naimlich in allen Nullpunkten 6°, 
ist also darstellbar: 

o® — gp? pe-e) : 
aber ®°~°? verschwindet in G,- zur Potenz 9 — 9’, ist also eine Form 
er". 

Demnach kann jede lineare Schar durch Formen I mit festem Rest 
bestimmt werden, wenn nur eine spezielle Gruppe durch eine spezielle Form 
bestimmt werden kann, und die Reste bilden eine Vollschar. 

Verschwindet eine adjungierte Form o-ter Ordnung in allen Null- 
punkten einer adjungierten Form o-ter Ordnung, so ist der Quotient eine 
ganze Form (9 — o)-ter Ordnung. 

Umgekehrt ist jede Form I’ als Quotient zweier adjungierter Formen 
darstellbar; denn multipliziert man [’ mit einer adjungierten Form der 
Ordnung o (o > —d-+1), so erhalt man eine adjungierte Form der Ord- 
nung @-+ 9. 

Speziell hat man die Darstellung: 


s7e-” z,+ D7? i S72? 2,4 37,0 %, 

ie ae a % ee 

wo also der Zahler in den Restgruppen G,, verschwinden mu8; unter den 
Formen I sind also diejenigen enthalten, fiir welche sich vermége un- 
serer Relationen y, weghebt; dann wird I’ mit y“ identisch. 

Diejenigen Kurven, fiir welche simtliche [ mit den y® identisch 
sind, heiBen elementar. 

In diesem Falle sind die g proportional ganzen rationalen Formen 
y‘¢+@), wenn @ die kleinste Zahl ist, fiir welche eine y‘@ in der Restgruppe 
G,,-2-na (@ + 1)-fach verschwindet; gibt es nimlich eine derartige Form 
©) ye 





(o) 
r? — 





y@, so ist eine ganze Form (d-+ o)-ter Ordnung, also identisch 
mit y(¢+e), 

Umgekehrt la8t sich eine ganze Form durch adjungierte Formen im 
allgemeinen, auch wenn die Kurve elementar ist, nur bis auf einen Faktor 


*) F. Klein, Math. Annalen 36, 87; Riemannsche Flachen S. 134. 
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y darstellen. Die kanonische Schar hat auf der 0” den Rest g%; beide 
Scharen bilden den Vollschnitt von Formen I, wo @ die niedrigste Ord- 
nung ist, derart, da8 eine I in G,, verschwindet oder auch eine &@ 
in G, (o + 1)-fach verschwindet. 


Man hat also fiir die g die Darstellung: 
(13) reg =y,_,re*, 
wenn y adjungierte Form 0-ter Ordnung ist, oder auch: 
r@o= aes, 


wenn y, adjungierte Form (— d-+1)-ter Ordnung ist. 

Sind die g ganzen Formen d-ter Ordnung proportional, so sind also 
auch y,_,,---»¥Y9 ganze Formen und die adjungierten Formen o-ter Ordnung 
o>—d-+1 identisch mit den ganzen Formen (d +o —1)-ter Ordnung; 
solche Kurven sind die Kleinschen kanonischen Kurven*). 

Es kann demnach nur eine adjungierte Form (— d + 1)-ter Ordnung 
geben und diese mu8 mit einer Konstanten identisch sein; y, hat keine 
Verschwindungspunkte mehr; diese Bedingung ist notwendig und hinreichend. 

Das System adjungierter Formen (0 +1)-ter Ordnung (7) fiihrt zu 
einem vollen Formensystem fiir die ganzen Formen g-ter Ordnung, wenn 
man ihm alle diejenigen Formen entnimmt, welche in G, ein weiteres Mal 
verschwinden; es steigt an bis zu Formen (d + 2)-ter Ordnung und enthilt 
mit den linearen Formen zusammen n — r +1 Formen, gestattet auBerdem 
wie fiir r =1 eindeutige Darstellung simtlicher Formen; wahrend aber jedes 
System fiir r= 1 wirklich bis zu Formen (d + 2)-ter Ordnung aufsteigen 
muB, ist das gegebene System im allgemeinen iiberzihlig. 


Das System (7) zerfallt in zwei Teile; der zweite, bestehend aus den 
Formen: 


Ponte, (oS, 2.59) PPM ang” 


spaltet nach Subst.(3) den Faktor yj ab und enthalt gerade (20 —1)r 
linear-unabhangige Formen; denn eine Relation: 


r 
» Pg = 0 
kann nicht bestehen. . 
Weiter bleiben die Formen tele (¢=r-+1,...,p—1), aus denen 
solche Kombinationen zu bilden sind, daB diese ein weiteres Mal in G,, 
verschwinden; wahlen wir zunachst diejenigen Kombinationen aus, die sich 


®) F. Klein, Math. Annalen 36, § 7. 
Mathematische Annalen. 93. 13 
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(2) 


aus P'’», zusammensetzen lassen, also Formen J” entsprechen, dann ge- 
{ 


héren gy. ®,”, p,®,” zum Systeme I" und es besteht keine Relation 
(3) (2) 
PoP +¥,%, =9, 


wenn ® dem System Pp, entnommene ganze Formen sind; denn #\” 


ist in der Form ¢,®," + y,;" darstellbar; es verschwinde also \ und 
deshalb auch ©” in der von y, ausgeschnittenen G,_,,,, in der , nicht 


verschwindet; es ware also ®\” = x, S «,y, und deshalb: 


oa 
o 4 
Po 


— op” pas Lo Yo _ +f 


0 i 1 


wo &\" in G, verschwinden miiBte, also wiirde die ®” den Faktor y? 
r 

abspalten, wire also von der Form gy 5’«,p; und im ersten Teil des 
+=0 


’ (2) (2) 4 . A] 
Systems enthalten; zu den Formen 9; , y, ; haben wir weiter Formen 
®” hinzuzunehmen usf. 


Mégen also gi, die Vielfachen von g, bedeuten und g, die letzte 


Spezialschar sein, so haben wir nétig Formen: 


dn 


rm: or, +1—3r, 


r®: r,4+1—2(r,4+1-—3r)—5r=r,—2rn+r—1, 

r®:  r,41—2(r,—2r,+7—1)—3(r,+1—3r)—T7r=—r,—2r,+1,. 
+(é 

pial r,— 2r,., +f; 2. 


Da aber fiir ¢>1 1, , ,=(d+14)n— p +1 ist, wird sicher r, , ,— or. o* fea: 
gleich null. Die Zahl der eingefiihrten Formen I ” betragt n —2r. 

Durch diese Formen lassen sich in jedem Falle samtliche Potenz- 
produkte eindeutig darstellen; aber unser System enthalt nur einen Teil 
der Potenzprodukte; es ist méglich, da8 ein Teil der J" oder alle sich als 
Kombination von Potenzprodukten darstellen lassen; dann scheidet ein Teil 


oder simtliche Formen I" aus. 


+(2) s(d+ 
seal 


Speziell sind von den quadratischen Potenzprodukten mindestens 3r, 


r—l1)(r—2) 


héchstens r, + 1 linear unabhangig, es bestehen also héchstens 5 


mindestens aber (r-+-2), —r,—1 quadratische Relationen; beide Grenzen 
kénnen zusammenfallen. Im ersten Falle hat man alle Vollkurven des 
Geschlechtes p, die auf Normalflichen M,~* oder fiir r=5 auf der 
Veroneseschen Flache liegen; Beispiele fiir den zweiten Grenzfall geben 
die elementaren Kurven. 

Im Falle r’= 0, also wenn aus n’ = p—1—r allgemeinen Punkten 
der C*?~* projiziert wird, besteht das System der I aus héchstens p — 1 — r 


quadratischen Formen. 
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In diesem Falle hat man zu setzen: 


Py = ByYs + +s Petra = TY, Prog oe e83 


dann ist sofort zu sehen, daB die 2n — p-+-1 Formen: 
a: P; (¢=r+2,...,P), PrPir GoM; ($=1,...,7 +1), Pas ++ +> Prva 


ein System von ganzen Formen ®® bilden, wenn die a, die Bedeutung 
von Math. Annalen 88, S. 257 haben; tatsachlich hat man in den Formen: 


2 2 2 2 3 3 
P49 5» Py 4 P;> P Ps» P,P? PP, 09 PPro a Ps? cies Pra? 
P™® (¢=1,...,7+1), P™ 

i 


ein vollstandiges System von 3n—p-+1 Formen ®”, 


Aber die Formen a,y; sind ganz oder teilweise wieder durch Potenz- 
produkte darstellbar; so wird die C°*?~* im S,_, elementar mit Ausnahme 
der zwei Fille, daB entweder eine g} existiert, oder fiir p= 6 eine g}, 

Hier handelt es sich um die eine Form a,g,, sie kann vorkommen 
in Relationen: 

F fin = PiPx— V%inPs— OnPr.P. (1, k= 3,-.-.P—1; t+), 
a: 


Gin = Pixp™p (t+ k+p). 


Ist also nur ein einziges 0x, von 0 verschieden, so ist die Form a, 
wirklich darstellbar und die Kurve elementar, woraus die obige Be- 
hauptung folgt'®). 

Verschwinden simtliche g,,,, so gibt es entweder eine gj und die 
c*?~* hat einen Doppelpunkt hervorgerufen durch die dreifache Sekante 


durch den Projektionspunkt, oder es gibt eine g;, dann hat die C* keinen 
Doppelpunkt. 


5. Die ganzen rationalen Formen. 


Sei F’ ein mod. Relationen bestimmtes System von y“’(a), das auf 
der C” die kanonische Schar g?,*, zum beweglichen Schnitt hat, so werden 
die Relationen (10), (11), (12) mod. Relationen erfiillt sein, wenn man die 
Formen y, proportional Formen '“~" setzt, welche dieselbe feste Schnitt- 
gruppe Gy = Gun—sp+2 haben. 

Fiir r= 2 liefert das System (10) allein als identisch befriedigende 
Lésung ein System von y*~*~* (¢ = 0,...,d); sei nun y*~*** ein System 
von adjungierten C"~***, welche einzig die g?>*, zum beweglichen Schnitt 


”) Allgemein habe ich gefunden, da fiir allgemeines Projektionszentrum die 
co **? im S, fiir den ordiniiren Kérper elementar wird fiir p—1<(r+2),—2r. 
13* 
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haben, so geniigen auch diese Formen den Relationen (10), aber nicht 
identisch, sondern nur vermége der Relation (11), indem die Relation gilt: 


Ay®-8+® — By®-3) (mod f). 
Fiir 7 > 2 gilt: Ist F“ ein (mod. Relationen) bestimmtes Flachensystem, 
das zum beweglichen Schnitt die g?>*, hat, also eine feste Schnittgruppe 
Gy = Gun-ap+e hat, 
1. dann l4Bt sich jedes die Schnittgruppe G, enthaltende Flachen- 
system o-ter Ordnung (9 >) mod. Relationen in die Form setzen: 


F® — PZ F,, 
i 


wo die y, ganze rationale Formen sind. 


2. Die Schar F® hat gerade die adjungierte Schar g,—,)n+2p-2 
(o — #>+1) mum bewoglichen Schnitt. Ein System F“’ ist ausgezeichnet, 
wenn die Formen F“’ sich zergliedern lassen in Formen. 


-d) (ua—d+1) (u) 
ee ee ccsy ds 


derart, daB auch die Formen y proportional ganzen rationalen Formen 
gesetzt werden kénnen. 


Ein solches System von ausgezeichneten Flichen F“’ liefern, wie aus 
ihrer Ableitung Math. Ann. 8 ersichtlich ist, die Noetherschen adjungierten 


Flachen der Ordnung » = Y» — r—1, wenn die C” als teilweiser Schnitt 
von (r —1) Flachen: 


had a tf” ee for» -_ 


bestimmt ist. Liegt eine C" in dieser Weise bestimmt vor, so kann man 
an diesen Flichen die Untersuchung vornehmen; ist die Kurve kanonisch, 
so kann es nur eine adjungierte Flache der Ordnung « —d= Sv—r—1—d 
geben und die Gruppe G,, bildet den voilen Schnitt dieser F“~® mit der C"; 
ist die Kurve zugleich elementar, so bildet F“~® mit obigen r —1 Flachen 
allein den Modul der Restkurve. 

Die Relationen (10) und (12) fiihren zu solchen ausgezeichneten Sy- 
stemen F™, wenn man die t+...+1,=t Formen y aus irgendwelchen 
(t —1) unabhangigen dieser Gleichungen bestimmt, die dann identisch er- 
fiillt werden; hierbei sind folgende Fille denkbar: 

1. Im allgemeinen lassen sich auf verschiedene Weisen ¢ —1 unab- 
hingige Gleichungen des Systems auswihlen, s» daB die y proportional 
Formen in x bestimmt werden. 


2. Samtliche Relationen erscheinen in der Form: 


¥(Z)Y — 0, 





| 
t 
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dann ist die gesamte g-Schar gegeben durch: 
P =(Yov*(x)), 


und die Kurve wird elementar und kanonisch. 

Ich werde nun zeigen, da8 die grdéfte gemeinsame Gruppe aller festen 
Gruppen G,, Gy,,... die Gruppe der singuldren Punkte ist. 

DaB ein singulérer Punkt C” in allen Gruppen vorkommen muB, folgt 
schon daraus, daB eine y™, die einfach in einem solchen Punkte zu ver- 
schwinden gezwungen ist, sofort mehrfach verschwindet, was ausgenommen 
den hyperelliptischen Fall fiir die C*”~* sicher nicht eintritt"), 

Andererseits lassen sich fiir einen gewdhnlichen Punkt der C” aus den 
Relationen (1) abgeleitete Systeme y“) angeben, welche in diesem Punkte 
nicht verschwinden; es bestehen gerade (p +1), —(p—r), —(p—1+n) 
Relationen der Form: 


PoP,’ +... + oO = 0; 


sei der gewohnliche Punkt durch oy, —...=—9,_,=0 gegeben, so be- 
stimmen alle Ebeneg durch ihn eine Unterschar g’-1; es gibt unter 
obigen Relationen gerade (p +1), —(p —r+1), — (p —1+  —1) linear 
unabhangige Relationen*): 


Po Ps +... + G1 OM, = 0; 


es bleiben gerade p — 1 —r Relationen, denen man die Form geben kann: 
Pr Prii = Po a a ee a ee £;; 


diese geniigen zur Bestimmung von 9,,;,..., ~,-, und die Determinanten 
verschwinden nicht alle fiir p,=...=9,_,=0. 

Daraus folgt aber, da8 simtiiche (¢ —-1—1, + ...-+-1, —1)-gliedrigen 
Determinanten unserer Gleichungsmatrix auf der (” die Gruppe der singu- 
laren Punkte G, (jeden in entsprechender Vielfachheit gezihlt) und nur 
diese als gemeinsame Verschwindungspunkte haben. 

Sei F“” ein erstes System, F* ein zweites System von Flachen, 
welche die kanonische g?~1, ausschneiden und mégen die festen Gruppen 
G,, Go, gerade die singulire Gruppe G, gemein haben, so bestimmen die 
Flachen: 


pete ee purtes >. sre Fi“ + rye FY“ 


1) Vgi. die gebundenen Funktionen; F. Klein, Riemannsche Flachen, 8. 113. 
**) Ist gr—} zusa tzt, so andert sich diese Zahl nicht. 





— 
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die Vollschar von Gruppen g,,.5,2-0, Wenn: 


2p—2-—o 
(14) My + 0, = My +O, > Hy +, — 


n 
ist **). 
Der erste Teil obiger Summe bestimmt namlich die Vollschar g"+?~?  ; 


e.n+2ap-2’ 


ebenso der zweite die Vollschar geete*.; in beiden Scharen kommen ge- 


meinsame Flichen vor, fiir welche gilt: 

Sf? PLO = S yf FY? (mod. Rel.). 
Diese Flachen bestimmen eine Vollschar 4,.~,..,n+4p-4+0, deren Dimension 
(0g — 4, )n+3p—4-+6-+-« betrigt, wenn « p in einer Gruppe ver- 
schwinden; daraus ergibt sich, daB in dem zusammengesetzten System 
linear unabhangige Flachen (mod. Relationen) enthalten sind: 





(oa, +4,)"—pt+l—o—e; 
das sind aber alle Flachen der Vollschar, wenn ¢ = 0; dazu ist hinreichend: 
(0, — w, n+ 4p—4+60>2p— 2. 


Fiir singularitatenfreie Kurven folgt hieraus, da8 alle” mit y” identisch 
werden, wenn: 
6 2p-—2 
>in + 

wird, wo wu die Ordnung der (rt, +-... +1, — 1)-gliedrigen Determinanten ist "*). 

Beispielsweise hat man fiir die Normalkurve ,C! des allgemeinen 
Koérpers: » =(2;y,) (¢=1,...,4; &=1,2); dann werden die Rela- 
tioner. (5): 

a;y, + by, = 0 (¢=1,...,4), 
wo a;, 6; quadratische Formen in x sind, die lediglich an die Bedingung: 
24;27;=90, 3b2,=0 
gebunden sind. Hier ist « = 3; h >5; man hitte jedoch schon die den y 
entsprechenden F” einfiihren kénnen und ware zu niedrigerem h ge- 
kommen; in der Tat ist h = 3; auBer den linearen Formen besteht das 
System I" aus einer quadratischen Form; es ist 2n —p-+-1= 11; also 

gibt es neben 2,2, eine Form J". 
Diese Form ist nach unseren friiheren Uberlegungen von der 


(2) 
Gestalt a. , wo y® in den fiinf Verschwindungspunkten von y, verschwin- 


0 





**) Vgl. M. Noether, Berl. Abh. 1882, § 7; M. Castelnuovo, Rend. Palermo 7; 
K. Hensel und G. Landsberg, Vorlesungen, 27. Vorl.; E. Picard und G. Simart, Théorie 
des fonctions algébriques II, 8. 41—49. 

“) Der Modul der €” schlieBt ab mit der Gesamtheit der Determinanten 
(t=) +...+1,4)-ter Ordnung des Matrixsystems. 
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det; tatsichlich gibt es neben b,, ..., b, eine weitere y durch fiinf Punkte; 
da keine kubische Relation besteht, so sind alle 3n—p+1=20T' 
schon durch y) gegeben. 


Der volle Modul der Kurve ist durch die 4, =- 6 Relationen F“ 
a,b, — b,a, = 0 
gegeben usf. Nimmt man zur Bestimmung der C* zwei Flachen etwa: 
F, = a,b, — a, 6, 
F, =a,6, —a,6,, 


so ist der Restschnitt eine C;, welche zerfallt in die a, = b, = 0 gemein- 
same C! und eine ebene C}, welche die C* in drei Punkten trifft; die 
Flichen F“’ geben also nur einen Teil der Noetherschen adjungierten 
Flichen F“’. 


Die fiir den Fall eintretende Modifikation, daB die ,C; einen Doppel- 
punkt erhalt, ist leicht zu iibersehen. 


6. Die Differentialformen. 
Sind: 


(ys) pls) __ St le 
f =f ae rueice = mG 


r—1 unabhingige Relationen, welche die C” einfach bestimmen und D 
die Form: 


D= St fie, fae,-++fr-ten-1» 
wo fic, = Sey, bedeute und die r— 1 Punkte c einzig an die Be- 


7 
dingung gekniipft sind einen S,_, zu bestimmen, so laBt sich jedes lings 


der Kurve erstreckte Abelsche Integral in die Aronholdsche Form bringen: 
y (G.--¢-_, edz) 


(15) i i (f, = 0). 


Der Wert des Integrals ist von den Konstanten c ganz unabhangig; z ists 


eine rationale Form in x der S)y,—r—1. 
i 


Das Integral wird ein solches 1. Gattung, wenn 7 ganze rationale 


Form wird, welche in den Punkten des (” verschwindet, in denen der 


Quotient tense) unendlich wird. Da der Zahler (cxrdx) in 2n+ 2p —2 


Punkten verschwindet, in denen auch D verschwindet, bleiben also 
n( Sv; —r—1)—(2p— 2) Punkte der C”, in denen y verschwinden 
mu; der bewegliche Schnitt der y ist dann die kanonische g?>*.. 
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Wenden wir dies zunichst auf die C*”~* selbst an, so wird y von 
der Ordnung Sr; — p und verschwindet in simtlichen Nullpunkten einer 9; 
also ist: 
y=y'-p (mod. Rel.). 
Die Form D verschwindet in simtlichen Nullpunkten von y’, folg- 
lich wird: 
D=y'V (mod. Rel.). 
Die Form V ist eine ®®; ihre 6p—6 Nullpunkte sind Berihrpunkte 
der den durch Punkte c bestimmten S,-s enthaltenden beriihrenden 9; 
der Faktor y’ ist unabhangig von den c und andert sich mit den bestimmenden 
Relationen f des Moduls. Damit geht das Integral 1. Gattung iiber in die 
invariante Form*®): 


' vy (cpdp) 
(16) [eiceae), 


Riicken Punkte c auf die Kurve selbst, so verschwindet der Zahler in 
ihnen doppelt, also auch der Nenner; denn (<9 9) — dw, wird auf der 
Kurve weder Null noch unendlich**). Daraus folgt: 

Die Verzweigungspunkte einer Spezialfunktion bilden mit irgendeinem 
doppelt genommenen Residuum die Nullpunkte einer 6”. 

Einer solchen Funktion gehért namlich eine co* Schar von Gruppe g,, 
zu, die einer g’ (r >1) entnommen sei; jedes Residuum bestimmt einen 
S,-,-,; 2a p—1—r unabhangigen Punkten eines solchen Residuums 
hat man auBerhalb der C?2?-? noch r— 1 Punkte hinzuzunehmen, welche 
eben die co* Schar innerhalb der co’ Schar festlegen; solche p — 2 Punkte 
nehme man dann als Punkte c in V; dann hat V die genannte Eigenschaft. 


Daraus ergeben sich dann die verschiedenen Formen fiir den Inte- 
granden 1. Gattung. Ist: 








?, 
2= %o = = —, 
Yo yr’ 
so folgt: 
d dzy? dzyw3 
vd V, Vi. 


Ist die Schar g’ sich selbst residual, so zerfallen simtliche V in die 
gleiche ®® und Faktoren 9. 

Wir kénnen nun von unserer Integralform (16) zur Aronholdschen 
Form fiir die Kurve C" iibergehen, welche noch von r — 1 Konstanten c 


1%) Fir die elliptische Normalkurve C* im S, wird die Reduktion des Integrals 
tatsichlich vorgenommen von L. Bianchi, Math. Annalen 17, § 19. 
16) Siehe F. Klein, Math. Annalen 86, § 3. 
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abhingt. Zu dem Zweck wahlen wir fiir p — 1 — r Punktec p — 1 — r un- 
abhingige Punkte eines Residuums G,, von g’, fiir die itibrigen r — 1 Punkte 
solche welche nicht in obigem S,_,_, liegen und einen S,_, im dualen 
S, festlegen; die p — 2 Punkte bestimmen dann zusammen einen 8,_, 


Es sei also der S,_,_, bestimmt durch: 


Crys Cygne or Gy 


Coys Cogs + +s Cgy 
Cy-r-1,1° Cy--r—1,29 79 Cy—r—-1,p? 
dann verschwinden nicht alle Determinanten dieser Matrix und wir kénnen 


z. B. annehmen, daB die erste d von 0 verschieden sei. 
Fiir die nachsten r — 1 Punkte kénnen wir dann annehmen: 


Cy-7,i = 0, Cyo—r+3.4= 0, wey Cp—z,¢ = 0 ( fiir ‘= | OS 93. Pf) 1). 


Dann gehen wir von den Koordinaten g zu Koordinaten y iiber, derart, 
daB etwa y,_,, Yp--+1+-+» YW, in obigem S,_,_, verschwinden, etwa: 


YP, = neh Fas 7 Se: r- ~a¥p- r-1 


Pp-r- 1 = ¢, 5-r- 1¥1 AY me Sr AEN Saket ae 
Py- ee eV TS eT: Fi r-1p- r Pp-r- Si ag r 


o£ SS. eee ae ee a 


Py —s.7, + Vat: +e ‘p—rp Pp- om it-:: ~+ Pp» 


dadurch wird: 
c - 





p—rp-r Pp-'p 
(cody) =| ter" * a9]; 

Ve-r t+ Wp 

dy,., --. dy, 





aber auch der Nenner V der Differentialform dw, mu8 den Faktor d 
abscheiden, da ja die Differentialform von den Punkten c ganz unabhingig 
ist, demnach finden wir: 

V(p) =-V'(y,.-- ys Cyr +++ Cpa) 


V’ ist nun eine ©”, welche in dem Residuum G, von gz 2- fach ver- 
schwindet, also nach 3. adjungiert; deshalb hebt. sich nach Ubergang 
zu den z: 

Vp—r = ZoVor -++> Vp = 7 Yo 
der Faktor y? wirklich heraus und wir haben die Form: 


VW’ =y3(Sy2,.+ Dr? y,) = y2W 
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den gleichen Faktor y? scheidet aber auch der Zahler der Differentialform 
ab, so daf wir fiir die Integrale 1. Gattung lings der C" die Formen haben: 


‘as (exdz) (exdz) 
(17) Ww nw 


Hieraus folgt: Die Verzweigungsgruppen der linearen Schar g* bilden 
die Nullpunkte einer adjungierten Form 3. Ordnung. 

Bei den kanonischen Kurven wird diese Form zugleich ganze Form 
der Kurve, bei den elementaren kanonischen Kurven sogar ganze rationale 
Form, fiir allgemeine Spezialkurven ist sie nicht ohne Faktor durch ganze 
Formen darstellbar. 

Werden die Formen @ proportional ganzen rationalen Formen ,u-ter 
Ordnung in x bestimmt, so geht W in eine ganze Form y“*+® iiber, welche 
in den gleichen Punkten G, verschwindet, wie die Formen y»“ selbst, so 
da8 wir die Darstellung haben: 


») (exdz) 
( 18 frmet2. 


Eine solche Darstellung ist die Aronholdsche, wo die y‘) die Noetherschen 
adjungierten Flachen bedeuten; die Bestimmung der ¢ aus den Relationen (10) 
fiihrt im allgemeinen zu niedrigerem xu. 


Die letzten Uberlegungen gelten auch fiir r= 2. 


7. Kleinsche kanonische Kurven. 


Die Kleinschen kanonischen Kurven*’) sind solche, bei welchen die 
adjungierten Formen 1. Ordnung g zugleich ganze algebraische Formen 
der Ordnung d sind. 

Die kanonischen Teilkurven sind Projektionen kanonischer Vollkurven 
von einem beliebigen die Vollkurve nicht treffenden Zentrum aus; da 
Vollkurve und Teilkurve in ihren algebraischen ganzen Formen voll- 
stindig tibereinstimmen, hat man zunichst die kanonischen Vollkurven zu 
betrachten. 

Bei einem ordinéren Kérper ist die C°”~* die einzige (zugleich elemen- 
tare) kanonische Vollkurve; fiir sie ist d= 1; denn fir d>1 hat man 
charakteristische Relationen (3), welche die Zahl der verfiigbaren Para- 
meter verringern. 

Entsteht die kanonische Kurve ©” durch Projektion der C*?~* von 
einer G, aus, so entsprechen die ganzen Formen d-ter Ordnung den- 


»”) F. Klein, Math. Annalen 36, § 8. 





Tf ee 
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— ( . y . . 2 
jenigen ®, welche in G, d-fach verschwinden; diese © miissen aber 
Formen ¢ proportional sein, also: 


d d- 
p' | on Oe ”o, 


wo jetzt &“-” in G, d-fach verschwindet; da es gerade p solcher 
Formen & gibt, hat ®?-” keine weiteren Nullpunkte mehr, woraus 
folgt: 


dn = 2p — 2. 


Die C" mu8 notwendig Spezialkurve sein, da ja die Schar g,, in 
der kanonischen g?~1, enthalten ist. 

Die ganzen algebraischen Formen I”“*** sind demnach identisch mit 
den adjungierten Formen (og + 1)-ter Ordnung, denn unter den Formen 
(d + 1)-ter Ordnung finden sich jedenfalls die Formen 2,,, deren es 
aber gerade n+ p—1=(d-+1)n—p-+-1 linear unabhingige gibt. 

Die Formen @ bilden demnach eine Basis fiir alle ganzen Formen 
der Ordnung >d; sie bilden aber im allgemeinen kein volles Formen- 
system der Kurve fiir d > 2. 

Die Formen 1. Ordnung sind gegeben durch y"); unter den Formen 
”. Ordnung befinden sich die y), die aber die Schar im allgemeinen nicht 


erschépfen; es gebe noch 1, Formen Hu dann gehéren zu den Formen 
Pp g 2 y 


0 
3. Ordnung y®, y®) #4; es gebe weiter 1, Formen ¥* usf., schiieBlich 
Yo ¥ 


0 
hat man 7, Formen d-ter Ordnung anzufiigen und hat fiir die q die 
Darstellung: 


(19) P = (7% 7. 74 Yo, YEH Yay gs ees Yaa)s 
Unser Gleichungssystem (10) lautet also: 


ay (3 a ‘Ww — 
yy. 4- ZIT 94 9 


yy + Sve yt --- + D1 Vai = 9- 
Fiir r = 2 kommt hierzu eine Relation: 
yidead y+ Sy yt... + BS 7! Ya = 0, 
in den Ausnahmefallen r > 2 dagegen Relationen: 
yey + Dy t-- t+ S71 a= 0- 
Da die adjungierte Form (— d-+1)-ter Ordnung mit einer algebraischen 


Form (-ter Ordnung iibereinstimmt, mu jede Gruppe G,, der volle 
Schnitt einer F'“~® sein. 
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Fiir r = 2 hat man also fiir d = 26 Kurven C7;,, fiir beliebiges n, 
fiir ungerade d = 26 +1 Kurven (j7,,, deren singulare Punkte den vollen 
Schnitt einer C*~*~* bilden**); hier sind verschiedene Faille méglich ; 
denn sind: 


g?, ee | ated 
die Vielfache von g, und gibt es 1,,...,1, Formen y,,...,y, mit 
6,,-++, 0, Relationen, so lassen die Relationen: 


r+ 1= 1+ 2,_9ty + M_3(t— %)+---+M9(t%,—9,_,) (fiir iS) 
kn + p —1= Mi at My a—a%e + Msa-3(% — %)+--- 
+m, (tq — %-1) — M-1%— M~s (fiir & >1) 
zusammen mit dem Riemann-Rochschen Satze noch verschiedene Mdglich- 
keiten zur Bestimmung dieser ganzen Zahlen. 


Erzeugt man fiir r > 2 die Kurve durch Schnitt von (r — 1) Flachen f”’, 
so liegt die Restkurve auf einer Flache der Ordnung =»,—r—1—d 
(abgesehen evtl. von den f” selbst) und trifft die CO” in allen Schnitt- 
punkten dieser Flache, soweif sie nicht singulire Punkte sind. 

Diese Bedingungen sind notwendig und hinreichend. 


Als Beispiel fiir r = 3 behandeln wir kanonische Kurven d= 2. Fiir 
die m hat man: 
P = (7 Yos Yrs = +s Yr): 
Hier sind zwei verschiedene Mdglichkeiten gegeben, je nachdem eine qua- 
dratische Relation existiert oder nicht. 


Existiere eine quadratische Relation, so hat man eine O3i%, welche 
auf M;~* liegt. Die Relationen (10) kénnen also zur Bestimmung nicht 
geniigen. 


Fiir t= 0 erhalt man die elementare 0)(2/4); y, bleibt ganz un- 
bestimmt. 


Fiir t=1 erhalt man C8; wir erhalten zwei Relationen: 
yu + y,U =0 
¥,0 + Yo V=0, 


wo u,v linear, U,V kubisch sind; aber diese beiden Relationen sind 
mod f” abhangig, also: 


uV—vU= Af”, 
weiter besteht r — 2—1 Relation: 
y,w+yW=0, 


8) Fir d=n—3:C* ohne singulire Punkte, siche G. Pick, Math, Annalen 29. 
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wo w von der Ordnung 3, W von der Ordnung 5 ist, welche zusammen 
mit den obigen Relationen die C* bestimmt; die C* ist hiernach leicht 
bestimmbar durch Schnitt (2/5) mit Rest C*, wobei f” und f® sich in 
zwei Punkten einer Erzeugenden beriihren. In derselben Weise ist die 0,’ 
darstellbar durch (2/6), welche zwei Erzeugende einer Schar gemein 
haben und hat vier Doppelpunkte usw. 

Existiert dagegen keine quadratische Relation, so erhalt man Kurven 
Cic,, fiir welche unsere Relationen (10) in allen Fallen ausreichen werden. 

Fiir r= 0 wieder eine Cfo Vollschnitt (3/3); wir haben zwei Re- 
lationen y® y, = 0; y, bleibt unbestimmt. 

Fiir tx =1 (3%, fiir welche vier Relationen bestehen: 


Ist darunter nicht eine U"=—0, so kénnen wir hieraus sechs F* 
ableiten; nehmen wir y,=,; y, = — U,, so haben wir drei F”: 


F,= — u,U, + u, 0, 

F,= — u,U, + u,U, 

F,= — 4,0, + 4,0, 
mit gemeinsamer C*: u, = U,= 0; je zwei miissen eine weitere ebene C* 
gemein haben; also besteht eine lineare Identitaét, woraus die zwei Iden- 
tititen folgen : 

U,U,+...+ uv, =0 

U,0,+...+0,0,=0, 
die leicht zu befriedigen sind. 

Besteht eine Relation U“—0, so hat man eine CO” (3/4) mit 
ebener C* als Rest und 1 Dp.; die singularititenfreie C’® (3/4) mit O° 
als Rest ist nicht kanonisch (py = y® y,, y™y,). 

Von besonderem Interesse sind die Fille, wo sdmtliche m den ganzen 
rationalen Formen d-ter Ordnung proportional sind; unter ihnen sind 
die elementaren kanonischen Kurven; aber man zeigt leicht, daB obige 
Bedingung noch nicht ausreicht, damit die Kurve elementar wird. 

Nehmen wir z.B. die ,035 (5/5) mit Rest O; (2/5)%*); hier ist 
d= 4 und die » sind gegeben durch: 


y=7 Ys. 
Nach dem Riemann-Rochschen Satz haben wir die Scharen: 
Gin» Yau» Yan? Joos 


es existiert also eine Form dritter Ordnung B. 
St eee 0 


*®) Vgl. Noether, Grundlagen usw., Berl. Abh. 1882, § 18; 8. 
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Unter den elementaren kanonischen Kurven befinden sich die singu- 
laritatenfreien Schnitte von (r —1) Flachen f. *°) 

Umgekehrt gilt nur fiir den S,, daB simtliche elementaren kanonischen 
Kurven Vollschnitte sind, fiir héheres r aber nicht mehr. 

Sei ©” elementare kanonische Vollkurve in S, der Art d, dann 
kénnen die Scharen g% simtlich durch rationale ganze Formen bestimmt 
werden; und zwar ist: 

r; =n; — 4;, 
(t+ 1)(4+2)(i+3) 


wenn o; die Zahl der Relationen der Ordnung é und n; = ; 


bedeutet. 

Sei », die niedrigste Ordnung einer Fliche f“”, welche die C” ent- 
halt, dann zeigen wir zuerst: », >d ist nur méglich fiir d —1, 2. 

Die Spezialscharen : 

ee 

sind namlich paarweise durch den Riemann-Rochschen Satz aneinander 
gebunden, und zwar sind fiir gerades d= 26 g,, und g,, ,,,, fiir unge- 
rades d= 25-+-1 g,, und g,,,),, residual; dav, > d vorausgesetzt wurde 


folgt: 


fiir d= 26 > 541 — Ms-1 =", woraus n= (d+ 2)°, 
fir d=2641: myii:—ms = x woraus n=-=(d+2)(d+3); 
ist 6 >1 so schlieBt man ebenso: 
fir d= 26 > N49 — NM-2=2n, woraus n= (d- 2)° i], 
fir d=26-+1: ms42—Ms-1- a3 woraus 1» = (d+ 2)(d+-3) ;- 


Daraus folgt unmittelbar, daB nur d = 1, 2 fiir », > d méglich sind. 

Fiir d=1 hat man Of (2/3), fiir d= 2 Cj) (3/3); beides Voll 
schnitte. 

Wir kénnen also weiter annehmen, da8 die Fliche f/” geringster 
Ordnung »,<d hat; ich behaupte aber, daf y, in allen Fédllen <0 -+-2 
wird; denn fiir d > 3 gilt wieder unser Gleichungssystem, welches unver- 
triglich ist, wenn »,>6-+2. Fiir d=2 hat man aber die C; (2/4), 
fiir d= 3 die Cig (2/5) und cz (3/4); das sind Vollschnitte. 

Es gebe also eine F’**~* (9 > 0), dann gibt es fiir gerades d eine F°****, 
fiir ungerades d eine F°***® und die C" wird der Vollschnitt dieser 
beiden Flachen. 

Zunachst ist klar, da® fiir irgend zwei Flichen "> f”*, welche die 
Kurve enthalten, 


be a aes 
2) H. White, Nova Acta Leop. 57 (1891) 





r 
t 
' 
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sein mu8; denn es mu8 eine und nur eine adjungierte Fliche F”"*'*~*~¢ 
geben. 


Es gibt also keine Flache niedrigerer Ordnung als 5+ 2-+-», bzw. 
6+3-+o und es bleibt zu zeigen, daB gerade eine solche existiert. 
Nehmen wir zuerst 9 =0, so ist die Flache niedrigster Ordnung 
F°**; bestehen o solche Relationen, so hat man fiir d = 26: 
No+1— N-1 = Nn, Woraus n=(d+ 2)*, 
Ns.2— Ns-2 —O=2n, woraus o = 2 folgt. 


Ebenso hat man fiir 6>2 und d= 26+1: 


n a: a 
Ns+1— Ms = 5, Woraus n =(d+ 2)(d+ 3), 


3” 
Nsi2 — Ns-1 —- 6 = =, woraus o =1 folgt, 


Nsi3 — Ns-2 — 0 = . woraus c’= 5 folgt. 
Der Fall 6 =1 ist schon behandelt. 
Fiir 0 > 0 endlich bedenke man, da®B folgende Gleichung identisch 
besteht : 
Ns4945 — Ns—a—j — No4j + No-j-4= (7 + 2)(6 +2 —0)(6+2-+ 9). 
Da nun f°**~* die Relation niedrigster Ordnung ist und die nichste 
sicher keine niedrigere Ordnung hat als 5+ 2+ 0, folgt aus dem Rie- 


mann-Rochschen Satz fiir d= 26 und die Scharen g.i_ nd gy—1yp 
zunachst : 


N5+1 — Ny-1 — NM-1-+N-3=N, Woraus n=(d+2—o) folgt; 
weiter gilt fiir Spezialscharen nach dem Riemann-Rochschen Satz: 
Ns4+5+2 — Ms—g-g — Mo4g+ Mp-j7-4~=(F+2)n (7 =—0,1,... 


Gleichungen, die identisch erfillt sind. 
Ist nun 1. 954042), noch Spezialschar, so wird 6 — 9 — 2=> 0, also 


ae 


gilt fiir die Schar gs,,4 2), nach dem Riemann-Rochschen Satz: 
Ns+04+2 — Ns—p-2 — Nap — 9 = (0+ 2)n, 
andererseits aber identisch: 


Ni +042 — Ns—y—2 — Ng, ~ N-y= (9+ 2)n, 


woraus o = 1 folgt. 
Oder 2. 9(5+,+2)n ist keine Spezialschar mehr, also — 4<6—2—0<0, 
dann wird ns_.,-2 = 0 und fiir die Dimension der Nichtspezialschar hat man: 
Niio42 — M,—6=(6+0+2)n—p-+l, 


Nis+o+2 Ne» 


o6=(0+2)n, 
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andererseits identisch : 

234042 — Nap —1=—(e+2)n, woraus o=1 folgt. 
Damit ist der Satz fiir d= 26 bewiesen, fiir d= 25-+1 gestaltet sich 
der Beweis ganz analog. 

Beispiele fiir elementare kanonische Kurven r> 3, die nicht Voll- 
schnitte sind, werde ich noch geben; es ist dagegen zu bemerken, daB 
eine elementare Kurve im S, im allgemeinen nicht Vollschnitt ist; so ist 
z. B. die in § 1 behandelte 3C; elementar. 

Welches sind nun die Kurven niedrigster Ordnung bei gegebenem d 
und r, die kanonisch sind? Fiir r= 2 erhailt man bekanntlich die ele- 
mentare C***, fiir r= 3 die elementare C**** (2/d + 2) vom Maximal- 
geschlecht; ich beweise nun allgemein: Die Kurven niedrigster Ordnung 
fiir gegebenes d in einem Raum S,, die kanonisch sind, sind die Castel- 
nuovoschen Kurven vom Mazximalgeschlecht™), die auf einer Regel M;~* 
oder im S, auch auf der Veroneseschen Flache liegen; fiir sie gilt: 


(20) n=(r—1)(d—1)+2, 
und damit hat man als obere Grenze fiir r: 
(r —1)d-(d —1) + 2dr < 2p — 2. 


So hat man z. B. fiir r= 4, d= 2, wenn A, quadratische Relationen 
existieren, die Cj3—i2 und fiir: 


4,=0 erhalt man Cit mit 7 kubischen Relationen, 


4,=1 Ci; mit 4 kubischen Relationen, 
A, = 2 Ci; mit 1 kubischen Relation ( Vollschnitt) , 
1,=3 Ci: mit 0 kubischen Relationen. 


Fiir die letzte Kurve bestehen 37”, 27); die ¢” bestimmen eine M?; 


sei etwa: 
f = %,%, + Ty Uy, 


— r 
fy = %_%, T UU, 
fy = 1, Uy — Ty %,, 


(4) 


so kann man fiir die f'’ nehmen: 


F,=2,4+2,B+2,C 
F,=u,A+u,B—2z,C, 


wo A, B, C Formen dritter Ordnung; denn 2 f” und eine f™ haben eine 


*1) G. Castelnuovo, Atti Acc. Torino 24; Rend. Circ. Palermo 7; siehe auch Enc. 
Ill C. 7: C. Segre, Mehrdimensionale Riume. Fiir d= 2 geben obere Grenzen fiir r 
bei gegebenem p. L. Kraus, Math. Annalén 16, § 1; vgl. anch M. Noether, Math. 
Annalen 17, § 6; Enc. II, B. 7: Krazer-Wirtinger, Abelsche Funktionen 58. 
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c** gemein, welche in die Cit und eine ,C: zerfallt; letztere besteht aus 
ebener C* und einer die C* in einem Punkte treffenden Geraden; die C° 
liegt hier im S, z,=0; die Ebene der C* ist 2,2, —=0, die Gerade 
r,=x,=2,=0 liegt auf der M;, da diese durch: 
%,i%_qi % =U, U,: — u, 

dargestellt werden kann. 

Um den Satz allgemein zu beweisen, bedenke man, daB fiir jede 
kanonische C" im S, der Art d gelten muB: 





B(7=>) 24+1. 
Sei B(*-?) =k gesetzt, so ergibt sich: 


n=(r—l)k+e+2, wo ex<r—l. 

Den kleinsten Wert von n erhalt man also fir k=d+1, e=0 
wenn eine solche Kurve existiert; eine solche Kurve hat aber das 
Maximalgeschlecht p = 2, wo: 

a=k(n—1)—(r—1)(k+1),, 
was sich unmittelbar aus den Beziehungen : 

2p —2=nd 

a= (d+1)(n —1) —(r—1)(d+2), 

n=(r—1)(d+1)+2 
ergibt. Die Kurve liegt also auf einer M;' oder fiir r—5 auf der 
Veroneseschen Fliche. Also bestehen cae *) 
es tritt der Ausnahmefall ein, wo unsere Relationen (10) zur Bestimmung 
nicht geniigen und noch weitere r — 2 Relationen (d+ 2)-ter Ordnung 
hinzutreten. 

Die charakteristische Funktion der M?~‘ ist gegeben durch: 


a(R) =1+-rR,+(r—-1)R,, 


quadratische Relationen ; 


woraus folgt: 
p=1+rd+(r—1)d,. 
Legt man durch (r —3) beliebige Erzeugende eine 
diese weiter in einer C", wo: 
n= 2r+(r-—-1)(d —1), 
und es gibt tatsichlich r—2 linear unabhiingige F'**” (mod M;~'). 
Die Kurve ist elementar, kanonisch und hat das Maximalgeschlecht. 
Auf der Veronese erhalt man fiir r= 5 Kurven von gleichem n und p, 
indem man F*** durch einen der co* C” legt. 
Wollmesheim, 24. Jan. 1924. 


(Eingegangen am 26. 1. 1924.) 


F*® so schneidet 


Mathematische Annalen. 93. 











On the Invariants of the Ternary Icosahedral Group. 


Von 


R. M. Winger in Seattle (U.S. A.) 


§ 1. 
Introduction. 


1. The complete system of invariants of this group was given by 
F. Klein') who however did not have occasion to discuss them in detail. 
We shall here consider briefly certain of the more interesting invariant 
forms. In particular the connection, hitherto unnoticed, between two im- 
portant curves of the system is pointed out ($3) and a second invariant 
rational curve of the tenth order is brought to light. 

2. It will facilitate the discussion if we recall summarily the in- 
variant configuration of the group. The sets of points and lines fewer 
than 60 which are conjugate under the group include (1) a set of 6 points a 
(Klein’s fundamental points) and a set of 6 lines «, each fixed under a dihe- 
dral subgroup D,, of order 10; (2) a set of 10 points b and 10 lines f, 
each invariant under a dihedral D,, and a set of 15 points c and a set 
of 15 lines y, each invariant under a dihedral D,. The lines y, which 
are the axes of the reflexions*), meet by fives at the points a — com- 
prising the complete junctions of the points — by threes at points 6 and 
in pairs at points c, the centers of reflexion. The points and lines in 
each set are poles and polars with respect to A, the invariant conic of 
the G,,, and form the selfdual configuration of a ten-fold Pascal (or 
Brianchon) hexagon. 

Other outstanding special sets of conjugate points are the sets of 12, 
20 and 30 points respectively cut out on the conic A by the lines a, f, y 
and whose parameters on the conic correspond to the icosahedron ver- 


") Ikosaeder, p. 214 ff. 
*) Reflexion will denote throughout a ternary collineation of period two. 
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tices f, the dodecahedron vertices H and the midpoints of the edges J.*) 
As ternary elements we shall designate these points by J, D and M re- 
spectively and their polar lines by «, 6 and uw. Then each point J and 
line « is fixed under a cyclic subgroup G, of order 5, each point D and 
line 6 under a cyclic G, and each point M and line uw under a reflexion. 
All other points in the plane, except indeed the co’ sets of 30 points each, 
the points of a set lying in pairs on the axes of reflexion and each fixed 
therefore under one reflexion, belong to general sets of 60. 

3. When an invariant curve is rational, not only are the points of 
the curve permuted by the elements of the ternary G,, but the para- 
meters of the points are transformed according to the elements of the bi- 
nary icosahedral group. And the only special sets of points (parameters) 
under the binary group are the sets f, H and J. 

An element of period two in the binary group we shall call an in- 
volution and denote the group by g,,. We shall employ Klein’s genera- 
tors of the groups, binary and ternary, and follow his notation for the 
most part, but we shall replace his A, A,, A, by x,, x, x, respectively. 


§ 2. 
The Pencil of Invariant Sextics. 
4. The sets of lines a, 8, y are of course invariant (degenerate) 
curves of G,, and together with the conic A form a complete system of 


invariants. The equation of A is z,2,-+-23=0 while the equation of 
the lines «, which as a composite curve we shall call F, is 


PF: xq J] (e" ty +4" 2, + %)=%, (2+ 27+ 5a aja, — 5492, 23 -+23)=0. 
5 

We may thus write the pencil of invariant sextics 

(1) A*+iF=0 


the base forms of which are the only two degenerate members. 

There is one curve of the pencil of genus 4, namely the curve B 
(A= —1), having a double point at each point a‘). And there is one 
rational curve in the pencil, having a double point at each point b.°) 
We shall denote this curve by [. The ternary equation may be found 
by asking that the coordinates of a point b satisfy equation (1), the 
condition for which is 4= 27/5. Or it may be found by eliminating ¢ 
from the parametric equations of the curve. By either method the result is 


P: 27a, (a8 + xd) + Sapad + 15023 23 x} — 1202, 2,2} + 3223 = 0. 


8) Klein, 1. c. p. 56. 
*) Klein, p. 218. 
5) Winger, Amer. Journ. Math., Jan. 1916, pp. 47, 55. 
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All other curves of the pencil are of full genus 10 and consequently of 
class 30. For a double point must go into a double point under G,, 
and the only points at which a double point can occur are the 
points a and 6 since the maximum number of double points for a proper 
sextic is 10. 

Another noteworthy curve of the system (1) is the invariant of the 
Valentiner group of order 360, discussed by Wiman’*). 

5. We shall note first some properties common to all curves of the 
system. The form of the equation shows that 


The base points of the pencil are the 12 points I which are flexes 
of every proper curve in the pencil. Further the curves all have the 
same tangents at the base points, i. e. the 6 lines « are double-jlex tan- 
gents of every curve of the system. These lines count for 12 flex and 
24 double-tangents of each curve. 


If we denote by S a proper sextic of the pencil of full genus, then 
it is easy to see from the requirements of the group and other conside- 
rations that S cannot contain a point of the sets a,b,c, Dor M. Hence, 
aside from the points J, the only special sets of points on S are the sets 
of 30 lying on the axes of reflexion. Since the intersections of the axes 
must be either multiple points or contacts of tangents from the centers, 
we may say, there being no double points: 


The 6 intersections of each axis with a general curve S of the sys- 
tem (1) are contacts of tangents from the corresponding center and the 
total of 90 such points form three special sets of 30. 

Because of the pairing of points under a reflexion, these contacts on 
the axes, if not simple, must be undulations or contacts of triple tan- 
gents. If there are undulations there must be 30 which would absorb 
the remaining flexes. But this cannot be true in the general case since 
the flexes of Wiman’s curve are distinct. Hence the fleres of S, except 
those at the base points, belong to a general set of 60 conjugate points. 
In a similar manner, by considering the special curves [, B and Wiman’s 
sextic, we infer that the contacts are simple in the general case. Now 
two double-flex tangents meet at each center and these with the 6 simple 
tangents just mentioned account for 14 tangents from the center. Be- 


*) Math. Annalen 47. The value of 4 corresponding to Wiman’s curve is 
te 2k 3i ys 
= 7) ; 


7) There might be individual curves of the pencil whose flexes unite in pairs 
to form 30 undulations. 
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cause of the symmetry, the other 16 tangents from each center must 
combine to form 8 double lines*). There remain 180 double lines. 

6. Curve B. Since this curve has 6 double points, it should have 
24 flexes in addition to those at the base points of the pencil and 
72 double lines in addition to those which go to make up the 6 double- 
flex tangents. But the form of the equation says that 


The nodal tangents are in fact undulation tangents, accounting for 
all 24 flexes and 12 bitangents. 

The curve is thus of class 18. Two of the double points lie on 
each axis while the other two intersections of the axis are contacts of 
tangents from the corresponding center. Two double-flex tangents as 
usual meet at each center, leaving 8 tangents to account for. As before 
these must be double lines, hence 


The 60 bitangents meet by fours at the 15 centers. 
All singularities of B are thus accounted for. 


§ 3. 
The Rational Decimics in the System of Invariants. 


7. We come next to the curve C *) which Klein remarks is rational, 
having a four-fold point at each of the fundamental points. But each 
four-fold point contains two cusps which reduces the class to 6. Now 
the dual of C is a rational curve of order 6 and class 10 which is natu- 
rally an invariant of the group. But since there is a single rational 
point sextic in the system of invariants, namely [, we conclude that C 
and T are dual curves. 


This suggests a method of finding the parametric equations of C. 
Since we are using the same generators of the group as Klein and there- 
fore the same triangle of reference, the parametric point equations of C 
can differ from the parametric line equations of [ only by numerical 
factors. Moreover two of these multipliers may be taken equal, for the 
reference triangle is the fixed triangle of a dihedral G,,, two sides of 
which are interchanged by the reflexions of the G,,. Accordingly, the 
line equations of [ '°) being 


*) There might be particular curves with 2, 4 or 6 triple tangents meeting at 
each center, which would reduce the number of bitangents not meeting at the cen- 
ters to 120, 60 or 0. 

*) Klein, pp. 218—219. 

2) The point equations of [ are 


a=t43t, 2=8¢—-1, xe—5e*. 
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& = —10t7— 52° 
(2) é&=— 58#*—10#* 
i= #*?— 1445—1, 


we may write the point equations of C in the form 
ty = bo, t,=€,, t, = ké,. 


We now substitute the values of the z’s (in terms of t) in the ternary 
equations of C *) and determine k by the requirement that every term 
shall vanish. Equating the coefficients of the two terms of degree 90 
in t, we find & = 1/2, hence we infer that the parametric point equations 
of C are’) 

% = — 10(2t7+ #*) 
(3) z,= 10( t®—2¢°) 

z= t —144°—1. 


8. The properties of C are obtained at once from those of [. Each 
fourfold point has but two distinct tangents and two distinct parameters. 
The six pairs of parameters are the points f while the six pairs of tan- 
gents touch the conic A. The lines B are double lines whose parameters 
are the 20 pointe H. The other two tangents from each center have con- 
tacts on the corresponding axis. The parameters of the 15 pairs of such 
points are the fixed points of the 15 quadratic involutions and consti- 
tute thus the 30 points J. 

The six multiple points and the 10 double lines are the only sin- 
gularities. 

9. A second icosahedral rational decimic may be obtained as follows. 
Among the rational curves of the 10th order admitting a dihedral G,, is 


‘4 z, =at®+ bit‘, z, = — bt*+ at, z= t+ ct —1., 
( 0 1 2 


If this is to be invariant under G,,, it must admit in addition to the 
G,, the transformation 7'**). Now make (4) homogeneous in ¢,, ¢, and 
replace them by the values of 4,, 4, from the binary transformation T 
and ask that the 2z’s be transformed according to the ternary 7’, which 
with the dihedral G,, generates G,,. In particular, the line section z, must 
be carried into 2; to within a constant factor. This requires a = 10, 
b = 30, c = 36, which are necessary conditions for a G,,. But the con- 
ditions are likewise sufficient, for when these values are introduced, z,, z, 


**) This result was checked by verifying that the coordinates of the points with 
parameters given by t°=1, 2,7, 7+ 5] 2, actually satisfy the ternary equation of C. 
#) Klein, p. 213. 
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are transformed into 2}, z{. We have thus as the equations of our icosa- 
hedral rational decimic C”, referred to the fixed triangle of a dihedral G,, 


t= 10¢*+ 30¢* 
(5) OC”: 2,—=—80t*+ 10t 
a, = t + 3645 —1, 


where we have reverted to the non-homogeneous ‘form. 

10. The curve C” must have 36 double points, 24 flexes and 
112 double lines or the equivalent in higher singularities. First the equa- 
tions show that there is a double point at &, with parameters 0, oo, 
whose tangents z,, z, are undulation tangents: a “biundnode”. Since é, 
is a point a, we infer that 


C” has a biundnode at each of the fundamental points, the para- 
meters of which are the points f. 

These singularities account for 12 double lines and all of the flexes. 
Accordingly there can be no cusps and the curve is of class 18. Again 
%, Z, are tangents to the conic A with contacts cut out by one of the 
lines «. Hence 


The 6 pairs of tangents at the biundnodes touch the conic A at the 
points I. 

Since each tangent counts for three common lines of A and C”, the 
twelve account for all the common lines. 

Associated with each reflexion of the ternary group is a quadratic 
involution of the binary group. The lines on the center of the reflexion 
cut the curve in pairs of points which are conjugate under the reflexion 
and whose parameters are conjugate under the involution. Points on the 
axis are fixed under the reflexion while their parameters are either fixed 
under the involution or interchanged. Now the axis z —2z,=0 cuts 
out the fixed parameters of one involution and these parameters name 
contacts of tangents from the center of the reflexion. Hence, the invo- 
lutions being conjugate under g,,, 


The double points of the 15 involutions form a set of 30 points 
(parameters) J which are contacts of tangents from the centers of reflexion 
and which lie in pairs on the 15 axes. 

Since an involution has but two fixed points, al] other parameters 
attached to points on the axes and all other intersections of lines through 
the centers must be interchanged in pairs by the respective involutions. 
This means that, except for the points J, the axes cut the curve only 
at double points and all tangents from the centers except those with 
contacts on the axes must be double lines. Hence, in addition to two 
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biundnodes, each axis cuts out two ordinary double points, — which 
accounts for the remaining 30 double points. These double points are 
a set of 30 under the ternary group but their parameters are a general 
set of 60 under the binary group. 

Again the 16 tangents from each center besides those already noted 
must combine to form double lines. But how can 100 double lines be 
distributed, 8 on each center? Evidently the intersections of two invariant 
curves must divide into sets of points whose parameters on both curves 
are conjugate under g,,. Thus C” meets the conic Ain 20 points whose 
parameters on both curves are the points H. But these are the points in 
which the lines # cut the conic. This would leave 80 residual inter- 
sections for lines # and C” which could not be invariant under g,,, for 
all other points must belong to general sets of 60 since f, H and J are 
already accounted for. We conclude therefore that 

The 10 lines £ are bitangents whose contacts lie on the vonic A and 
whose parameters are the 20 points H. 

There remain 90 double lines, 6 of which meet at each center, and, 
together with the two lines B and the two simple tangents, make up the 
full complement of tangents from the center. 


University of Washington, Seattle, May 13, 1924. 


(Eingegangen am 3. 6. 1924.) 




















ee eg 








Die charakteristischen Zahlen analytischer Kurven 
auf dem Kegel zweiter Ordnung und ihrer 
Studyschen Bildkurven. 


Von 


Helene Stahelin in Basel. 


Einleitung. 


Herr Study hat wohl zuerst darauf hingewiesen, daB eine analytische 
Kurve, die auf einer vorgegebenen Flache liegt, nicht jede an sich még- 
liche Singularitét besitzen kann. In seiner gedankenreichen Abhandlung: 
Uber 8S. Lies Geometrie der Kreise und Kugeln“*) hat Herr Study fiir 
die analytischen Kurven, die auf einer Flache zweiter Ordnung, F,, mit 
nicht verschwindender Diskriminante liegen, die Bedingungen aufgestellt, 
denen die charakteristischen Zahlen*) der einzelnen Stellen der Kurve 
geniigen miissen. Die analogen Bedingungen fiir analytische Kurven auf 
einem irreduziblen Kegel zweiter Ordnung abzuleiten, ist eine erste Auf- 
gabe der vorliegenden Arbeit. 

Weiter hat Herr Study dann den Tangentenkomplex der F, auf ein 
Punktkontinuum abgebildet und die Beziehungen studiert, die fiir die 
Kurven auf der F,, betrachtet als Enveloppen ihrer Tangenten, und ihre 
Bildkurven in jenem Punktkontinuum bestehen. Durch eine Parameter- 
darstellung des Tangentenkomplexes der F, hat Herr Study jeder Tangente 
zwei Punkte eines projektiven Punktkontinuums von drei komplexen Di- 
mensionen zugeordnet, die dann und nur dann zusammenfallen, wenn die 


1) E. Study, Uber S. Lies Geometrie der Kreise und Kugeln, Math. Ann. 86, 
S. 40—77; 87, S. 207—228; 88, S. 215-241; 89, S. 298-314; 91, S. 82—118 und 
225—251. 

*) Der Begriff der ,charakteristischen Zahlen einer Stelle der Kurve“ wird noch 
erklirt werden. 
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Tangente eine Erzeugende ist. Um die Abbildung eindeutig zu gestalten, 
werden die Tangenten einem Orientierungsproze8 unterworfen. Der Linien- 
komplex, der aus den ,,orientierten“‘ Tangenten einer nicht-singularen F, 
besteht, ist nun Trager eines quaterniren Gebietes und kann daher bi- 
rational, und zwar ausnahmslos umkehrbar eindeutig, auf ein projektives 
Punktkontinuum von drei komplexen Dimensionen abgebildet werden *). 
Den beiden Scharen der Erzeugenden der F, entsprechen die Punkte der 
beiden Leitgeraden einer allgemeinen Linienkongruenz erster Ordnung und 
erster Klasse. Jede analytische Kurve, die auf der F, verlauft, wird, 
wenn man sie als Umbhiillungsgebilde ihrer orientierten Tangenten be- 
trachtet, auf eine Asymptotenlinie einer geradlinigen Flache, einer so- 
genannten nicht-parabolischen Netzflache*‘), abgebildet, die dieser Kon- 
gruenz angehdért®). Herr Study gelangt so zu Formeln, welche die charak- 
teristischen Zahlen der Asymptotenlinien nicht-parabolischer Netzflichen 
mit denjenigen der zugehérigen Kurven auf einer allgemeinen F, ver- 
binden*). Die analoge Aufgabe fiir die parabolischen Netzflichen durch- 
zufiihren, ist eine zweite Aufgabe der vorliegenden Arbeit. 

In meiner vollstandigen Dissertation’) habe ich sie zunaichst dadurch be- 
handelt, daB ich die Studysche Methode auf die analytischen Kurven auf dem 
irreduziblen Kegel zweiter Ordnung, K,, angewandt habe. Die Parameter- 
darstellung des Tangentenkomplexes dieser Fliche wird dabei mit Aus- 
nahme der Tangenten, die durch den Scheitelpunkt des Kegels gehen, und 
die nicht Erzeugende sind, umkehrbar eindeutig. Der Orientierungsproze8 
faillt also weg. Im einzelnen findet man folgendes: Der Gesamtheit der 
geradlinigen Erzeugenden des Kegels entsprechen bei der Abbildung die 
Punkte einer Geraden, die Leitlinie einer speziellen irreduziblen linearen 
Kongruenz ist. Jedem Tangentenbiischel des K, entspricht eine Gerade, 
welche die Leitlinie schneidet und dann und nur dann eine Gerade dieser 
Kongruenz ist, wenn der Scheitelpunkt des Tangentenbiischels auf der Flache 
liegt. Im Scheitelpunkt des Kegels ist die Abbildung nicht mehr ein- 
deutig, sondern jeder Geraden, die durch diesen Punkt geht, entspricht 
ein Punktepaar der Direktrix der speziellen Linienkongruenz des Bild- 
raumes. Diese Punkte sind die Bildpunkte der Erzeugenden, langs welchen 
die Tangentialebenen, die man durch die Gerade an den Kegel legen kann, 


*) E. Study, lc. Math. Ann. 86, S. 46. 

*) H. Mohrmann, Uber die Haupttangentenkurven auf den Netzflichen, Math. 
Ann. 738. 

5) E. Study, Math. Ann. 88, S. 222. 

*) E. Study, Math. Ann. 87, S. 217. 

*) H. Stahelin, Basler Dissertation 1924. (Ein Exemplar dieser Dissertation in 
Maschinenschrift kann von der Universitatebibliothek in Basel entliehen werden.) 
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diesen beriihren. Sie fallen dann und nur dann zusammen, wenn die 
Gerade eine Erzeugende des Kegels ist. SchlieBt man diejenigen (un- 
eigentlichen) Tangenten, die durch den Scheitelpunkt des Kegels gehen 
und nicht Erzeugende sind, aus, so entspricht jeder Tangente umkehrbar 
eindeutig ein Punkt einer komplexen dreidimensionalen Punktmannig- 
jaltigkeit. Jeder analytischen Kurve, die auf dem Kegel liegt, entspricht, 
wenn man sie als Enveloppe ihrer Tangenten betrachtet, eine Asymptoten- 
linie einer parabolischen Netzfldche, deren geradlinige Erzeugende der 
speziellen Kongruenz des Bildraumes angehoren. Mit Hilfe der von Herrn 
Study angegebenen Methoden gelangt man so auch zu den Beziehungen, 
die zwischen den charakteristischen Zahlen der analytischen Kurven auf 
dem Kegel zweiter Ordnung und denjenigen ihrer Bildkurven, den Asym- 
ptotenlinien auf parabolischen Netzflachen, bestehen. 


Im folgenden soll nun ein anderer Weg eingeschlagen werden, auf dem 
man unschwer zu dem gleichen Ziele gelangt und gleichzeitig die Bedingungen 
gewinnt, denen die charakteristischen Zahlen der Stellen von analytischen 
Kurven auf einem irreduziblen Kegel zweiter Ordnung geniigen miissen. 
Der Weg ist von Herrn Mohrmann*) gewiesen worden und beruht auf 
dem Gedanken *), die (parabolischen) Netzflachen als Orter von Schmiegungs- 
strahlen von Kurven zu betrachten, die einem allgemeinen linearen Kom- 
plex angehéren und somit nur in sich duale Stellen besitzen. 


I. 


Die Punkte in der Nachbarschaft eines beliebigen Punktes O einer 
analytischen Kurve im projektiven Punktkontinuum 2,:2z,:2,:2, liegen 
auf einem oder mehreren Zweigen. Es laBt sich stets ein uniformisierender 
Parameter ¢ so bestimmen, da8 die Koordinaten der Punkte eines solchen 
Zweiges in einer gewissen Umgebung seines Ursprunges O sich in der 
folgenden Form durch nach wachsenden Potenzen von ¢ fortschreitende 
Potenzreihen darstellen lassen: 


(1) a=1, 2,=t%, w=—t?+..., w=t +... 


(0<a<b<ce), ™) 


*) H. Mohrmann, Bemerkungen zu E. Studys Aufsatz: ,Uber 8S. Lies Geometrie 
der Kreise und Kugeln“, Math. Ann. 89, S. 317. 

®) Einem Gedanken, den schon Herr P. Moor in seiner Basler Dissertation (1924) 
verwendet hat, um alle Netzflichen zu bestimmen, die eine Kurve dritter oder vierter 
Ordnung ais Haupttangentenkurve haben. 

10) C. Jordan, Cours d’analyse 1, S. 409-415, 570. 
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wo a,b,c ganze Zahlen und relativ prim sind. Jedem Zweige durch den 
Punkt O ist eine durch ihn hindurchgehende Gerade 7’: 
(2) (2z@yz)=—0, ") 


die Tangente der Kurve an der Stelle ¢ 0, und eine diesen Punkt ent- 
haltende Ebene S 


(3) (zr 2x%z)—0, 
die Schmiegungsebene der Kurve an der Stelle t= 0, zugeordnet. 
Setzen wir mit Study 








(4) k=a-1, k=b-—a-1, k=—c-b-l1}, 





so wird der Kurvenzweig an der Stelle t= 0 charakterisiert durch das 
Symbol 
(k,, ky, ky). *) 


Ist k,=0, so nennen wir den zur Stelle ¢=0 gehdrigen Punkt 
regular, andernfalls singuldr. Sind alle k; gleich Null, so ist die Stelle 


t= 0 eine reguldre, in jedem anderen Falle eine singuldre oder stationdre 
Stelle der Kurve. 


Die Zahlen &; haben folgende geometrische Bedeutung: Jede Ebene 
durch den Ursprung O des Kurvenzweiges, welche die Tangente 7’ in 
diesem Punkte nicht enthalt, schneidet die Kurve an der Stelle ¢ = 0 in 
k, +1 Punkten; jede Ebene durch die Gerade 7, die aber nicht die 
Schmiegungsebene S ist, schneidet die Kurve an der Stelle ¢=0 in 
k,+k,+ 2 Punkten; die Ebene S§ selbst hat k,+k,+k,+3 bei O 
liegende Punkte mit der Kurve gemein. Daraus folgt sofort, daB die 
Zahlen k,, k,, &, dieselben sind fiir alle zueinander kollinearen Kurven- 
zweige. Wir kénnen daher in den folgenden Betrachtungen von einer be- 
liebigen, mit einem vorgegebenen Zweige behafteten Kurve ausgehen, ins- 
besondere auch von einer algebraischen. 


Jede algebraische Kurve mit zwei und nur zwei projektiv aquivalenten 
Zweigen ist rational und liegt in einem linearen Komplex L,.**) Sie hat 
daher an jeder Stelle eine Charakteristik der Form (x,x,,%). Im pro- 


**) Das Symbol (x2 yz) bedeutet die Determinante, die aus den Koordinaten 
des Punktes t=0, ihrem a-ten Differentialquotienten nach dem Parameter ¢t und 
den Koordinaten der variablen Punkte y,z gebildet ist. 

#2) E. Study, |. c. Math. Ann. 87, 8. 212. — Vgl. auch Enzykl. d. M. W. IIL C7 
(Segre), 8. 879. 

%%) H. Mohrmann, Bestimmung der algebraischen W-Kurven, Math. Ann. 89, 
8S. 260—271. — Derselbe: Uber die algebrdischen W-Kurven im r-dimensionalen 
Raume, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo 47, 8. 1—29. 
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jektiven Punktkontinuum &,:,:¢,:&, kann eine solche Kurve stets mit 
Hilfe eines Parameters ¢ dargestellt werden in der Form 


| é, = g=rTe _. t? 
a —_ B 
(5) &=—% t 
| =ui* =f 

&,=1 (O<n,<n,), 


wo », und n, ganze Zahlen und relativ prim sind. 
An der Stelle t=0 hat diese Kurve die charakteristischen Zahlen 


x=n,—1, %,=n,—n,—1, 


und es ist 


a=x+l1, B=x+x,+ 2, y=2x+x,+8. 


Sie kann an dieser Stelle jede mégliche Singularitét annehmen, und jede 
analytische Kurve, die einem linearen Komplex angehért, kann daher an 
dieser Stelle durch eine solche Kurve angenihert werden. Wir kém.en 
also ohne Beschrankung der Allgemeinheit unseren weiteren Untersuchungen 
die Kurve (5) zugrunde legen. 


Wir bestimmen nun die parabolischen Netzflachen, die in der Schmie- 
gungsstrahlenkongruenz der Raumkurve (5) enthalten sind. Diese Raum- 
kurve ist Haupttangentenkurve der so bestimmten Netzfliche. Ordnen 
wir dieser ihr Pliickersches Bild auf einem irreduziblen Kegel zweiter Ord- 
nung zu, so finden wir die Bedingungen, denen die charakteristischen 
Zahlen an jeder Stelle einer analytischen Kurve, die auf einem irreduziblen 
Kegel zweiter Ordnung liegt, geniigen miissen. Zugleich gelangen wir 
auch zu den Beziehungen, die zwischen den charakteristischen Zahlen der 
parabolischen Netzflachen und denjenigen ihrer Haupttangentenkurven an 
jeder Stelle bestehen. 


Die Netzflachen, welche der Schmiegungsstrahlenkongruenz der Kurve &(t) 
angehéren, werden aus dieser Kongruenz durch einen weiteren linearen 
Komplex L, ausgeschnitten. Da aber die beiden linearen Komplexe L, 
und L, ein Biischel bestimmen, das zwei spezielle lineare Komplexe ent- 
halt, so kann der Komplex L, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit als 
spezieller linearer Komplex angenommen werden. Man findet daher die 
parabolischen Netzflaichen, die in der Schmiegungsstrahlenkougruenz der 
Kurve &(t) enthalten sind, indem man eine feste Gerade g, die Leit- 
linie des speziellen Komplexes L,, welche zugleich dem Komplex L, 
angehért, mit dieser Kongruenz zum Schnitt bringt. Der Ort der 
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Schmiegungsstrahlen, welche die Gerade g treffen, ist die gesuchte Netz- 
fliche**) *°). 
Die Gerade g kann nun folgende Lagen zur Raumkurve £(t) haben: 
(A) g trifft weder die Tangente im Punkte t=0 noch den Punkt 
t= 0 der Kurve é(t). 
(B) g trifft die Tangente, nicht aber den Punkt t = 0 der Kurve §(t). 
(C) g geht durch den Punkt t= 0, ist aber nicht Tangente an die 
Kurve £(¢) in diesem Punkte. 
(D)g ist Tangente der Kurve £(t) im Punkte £(0). 
Wir erhalten so vier verschiedene parabolische Netzflaichen. 
Wir bestimmen zunichst den linearen Komplex L,, dem die Kurve (5) 
angehért. Aus der Matrix 


"alii s* s* 1 














n,+n,—1 n g™-! n g™-1 0 
1 3 


berechnen wir die Pliickerschen Koordinaten =;, der Tangente im Punkte £(t) 
dieser Kurve: 


(m, + M,)t 


OP «sain 2n, - n, +h, os n, 
=a = Mt, 02 n,t > og = (nN, +2, )t", 
= me = ny, Fe aa n, 
“3 = Ng > y= —n,t » F.=(n, —n,)t". 


Die Kurve (5) liegt also in dem linearen Komplex f 





(6) (n, — n,) Zys —(n,+n,)=,, =0 











Die Koordinaten o,;, eines Schmiegungsstrahles im Punkte £(t) be- 
stimmen wir aus der Matrix: 
gmrm i™ t™ 1 


9 


(m, + m,)(m, + m,—1)e"7"™"* n(n, —1)t""* my (my —1)t""" Of. 

















Es wird 
2n, 
Jo, = n,(2n, +n, — 1)t°™, 0,5 = N,(n, — 1), 
(7) Gog = n, (2m, +n, — 1)t"*™, d,, = — m,(m,— 1)2""™, 


Oo, = (NM, + n,)(m,+n,—1)t™, 0,,=[n, (nm, —1)—n,(n, —1)]t™. 


Wir erhalten simtliche Schmiegungsstrahlen =;, der Kurve ¢(¢), wenn 
wir in jedem ihrer Punkte das durch die Tangente =,, und einen Schmie- ' 
gungsstrahl (7) bestimmte Biischel =,, + A0,, bilden: 





) H. Mohrmann, Bemerkungen zu E. Studys Aufsatz: ,Uber S. Lies Geometrie 
der Kreise und Kugeln“, Math. Ann. 89, S. 317. 

5) P. Moor, Netzflichen mit Haupttangentenkurven 3. und 4. Ordnung, Basler 
Dissertation 1924. 
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Xo, =N,[1+4(2n, +n, —1)]2", 
os = n,(1 + A(2n, + nm, en | eae 
Jog = (Mm, + mg) [1+ 4(m, +n, — 1)]#™, 
2 og = M,(1+4(n,—1)], 
23, = —1,[1+A(n, — ye", 
2g =(m, — mg) [1 + A(m, +, — 1)]8”. 
Aus dieser Schmiegungsstrahlenkongruenz sollen nun diejenigen co? Geraden 
ausgesondert werden, die eine feste Gerade g treffen, die dem linearen 
Komplex (6) angehért. Die Koordinaten =,, dieser Geraden miissen also 
den Bedingungen geniigen: 
| E01 a3 + Fog S51 + Fog Zi = 9 
(9) | (n, — Mg) Zo, — (nm, + 0) Z,5 = 0 
Fog Zo, + E51 209 + a2 20s + For 28 + Fon ~s1 + Fos 212 = 9- 

An der Stelle t= 0 hat unsere Kurve (5) die Gerade &,=— 0, é, = 0 
zur Tangente und die Ebene &,—0 zur Schmiegungsebene. Damit ist ihre 
Lage zu dem der Parameterdarstellung (5) zugrunde gelegten Koordinaten- 


tetraeder charakterisiert, und man sieht sofort, daB man als Gerade g in 
jedem Falle (A)—(D) eine Kante dieses Koordinatentetraeders wahlen kann. 


(A) Wir bringen die Kongruenz der Schmiegungsstrahlen zum Schnitt 
mit der Geraden =,, = 0. 
(Ich fiihre die Rechnung nur fiir diesen Fall durch, da sie in den 
anderen Fallen analog verlauft.) 
Aus den Gleichungen (8) und (9) folgt, daB 
1 


N,—1 


(8) 





Sn + 


sein muB. Setzen wir diesen Wert in die Koordinaten (8) ein, so er- 
halten wir 


J, = 2n,t°", Be= (mn, +n,)t”*™, 3, —(n,+2n,)t™, 
2.5 = 0 » 2,=—(n,—n)t™™", 2,=(n, —n,)t”, 


oder, indem wir durch den Faktor (n, — n,)t”~™ dividieren und die =,, 
als Koordinaten eines Punktes x im Raume von fiinf Dimensionen deuten: 


2n . MN, + Mg 42 m+n 
Jy =%=— Et, See, er, = 
nm, — Ne mn, — Ne 7 Mm, — Ry 
me a , a . —{™ 
24, = 2% = 0 > 23 =%,=-—1 > aye = 2a=t 


Wir fiihren folgende kollineare Transformation aus: 
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zy = — 2, 
n,n 
* 1 2 
+= 1 
nm, +My 
n, — n. 
z= 1 22, 
m+n”? 
n,—R 
OP ie 3 
3 = In X 
ee 
n, —N, 
z,* = ——z, — 2, 
m+n," : 
a 
ay = @.. 


Dadurch geht die Parameterdarstellung der Netzfliche iiber in: 


zg = 1 

a* = 4°" 

ay = 4" 
(10) en 

z*=0 

zo = 0. 





Das Pliickersche Bild dieser Netzflache ist eine Kurve 2* (t), die auf dem 
Zylinder zweiter Ordnung 


(11) af—2zf*=0, z*+0, 


liegt. Ihre Charakteristik an der Stelle t= 0 ist 





(k,, &, k,) =(n, — 1, n,— Il, nN, ~My 1). 


Es ist also 





k, =k, |, 


1 











und, wenn wir unter a,b,c wieder die durch die Gleichungen (1) defi- 
nierten Zahlen verstehen, 


b=2a. 


Ferner folgt nach Gleichung (4): 

Die Tangente an der Stelle t= 0 ist nicht Erzeugende, und die 
Schmiegungsebene dort ist nicht Tangentialebene an den Zylinder zweiter 
Ordnung (11). 

Zwischen den charakteristischen Zahlen der Kurve (5) und denjenigen 
der Netzfliche (10) an der Stelle t= 0 bestehen die Beziehungen 





(ky, ky, ky) = (x, %, xy) 
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(B) Wir wahlen 


=5,,=0 


und erhalten als Parameterdarstellung der Netzflache, die durch diese 
Gerade aus der Schmiegungsstrahlenkongruenz der Kurve (5) ausgeschnitten 
wird : 


%=1 
be in, 

z,=t 

z=" 


— gmt 
%,=t 


z,=0 








z,=0. 
Die Kurve x(t) liegt auf dem Zylinder zweiter Ordnung 
z,—z37=0, 2+0, 
und hat an der Stelle t= 0 die Charakteristik 


(Kk, ky, ky) =(n,—1, my —1, nm, —m, — 1). 
Also ist 








k,=k+k +1], {e—2a}. 








Die Tangente an die Kurve x(t) im Punkte ¢=0 ist nicht Erzeugende 
des Zylinders zweiter Ordnung. Die Schmiegungsebene hingegen beriihrt 
ihn im Punkte 2(0). 

Ferner ist nach den Gleichungen (5) 








(k,, ky, hy) = (% + %,-+1, %,%,) |. 
(C) Als Gerade g wahlen wir die Gerade 


Ey, =0 








und erhalten als Pliickersches Bild der zugehérigen Netzfliche die Kurve 


%=1 

adie on, 
z,=1t 
zt, = s™ 

— 981% 
%,=t ° 


die auf dem Zylinder zweiter Ordnung 
z,—z=0, +0, 
liegt. Sie hat an der Stelle ¢=0 die Charakteristik 
(k,, ky, ky) =(n, —n,g—1, ny —1, n, —1). 
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Also ist 








k,=k,+ke+1], {c=2b}. 








Die Tangente im Punkte x(() ist Erzeugende des Zylinders, und die 
Schmiegungsebene dort ist Tangentialebene. 
Aus den Gleichungen (5) folgt: 





(k,, Ky, by) = (%_, *, +x, +1)]. 











(D) Die entsprechende Annahme ist 


= 5,, = 0. 
01 
Als Pliickersches Bild x(t) der zugehérigen Netzfliche erhalten wir die 
Kurve 
%=1 
| os ne Ailes 
2, =" 





=i" 
Sie liegt auf dem Kegel zweiter Ordnung 
2,%,—-—z73=0, 2z%=1. 
Der Ursprung dieser Kurve ist der Scheitelpunkt des Kegels, und ihre 
Charakteristik an dieser Stelle lautet 


(k,, ky, k) =(n, —m,—1, n, —1, nm, — 1). 
Also ist 





k=k,|, {a+c¢—25}. 











Die Schmiegungsebene im Punkte x(0) ist Tangentialebene des Kegels. 
Ferner folgt aus den Gleichungen (5) 





(hy, hy, ky) = (Hq, *, %) |. 











Aus unseren Untersuchungen folgt, da8 gewisse Singularitaten fiir eine 
analytische Kurve, die auf einem irreduziblen Kegel zweiter Ordnung liegt, von 
vorneherein ausgeschlossen sind. So gibt es z. B. keine solche Kurve mit 
der Charakteristik (0, 1, 0), also keine Kurve mit regularem Punkt, ge- 
wohnlicher stationérer Tangente und einer reguliren Schmiegungsebene. 


II. 

Die Bedingungen, denen die charakteristischen Zahlen der Stellen von 
analytischen Kurven auf einem irreduziblen Kegel zweiter Ordnung ge- 
niigen miissen, fassen wir zusammen in dem 











; 
‘ 
' 
» 
: 
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Satz I**): Liegt die Kurve x(t) auf einem irreduziblen Kegel zweiter 
Ordnung, und ist t=0 ein reguldrer Punkt dieses Kegels, so bestehen fol- 
gende drei Moéglichkeiten: 

(A) Die Tangente an der Stelle t= 0 ist nicht Erzeugende, und es ist 

k=k,, {b=—2a}. 
Die zugehorige Schmiegungsebene ist nicht Tangentialebene der Flache. 

(B) Die Tangente an der Stelle t= 0 ist nicht Erzeugende, und es ist 

k,=k,+k+1, {c=2a}. 

Die zugehdrige Schmiegungsebene beriihrt den Kegel zweiter Ordnung 
im Punkt x(0). 

(C) Die Tangente an der Stelle t= 0 ist Erzeugende des Kegels. 
Dann ist 

k,=k, +k, +1, {c=2b}, 
und die Schmiegungsebene ist Tangentialebene der Flache im Punkte x(0). 

(D) Liegt der Ursprung des Kurvenzweiges x(t) im Scheitel des 
Kegels, so ist die Schmiegungsebene der Kurve in diesem Punkte stets 
eine eigentliche Tangentialebene des Kegels, und es ist immer 


k,=k,, {a+c=2b}}. 


Unsere Untersuchungen haben ferner gezeigt, wie die charakteristischen 
Zahlen der Haupttangentenkurven §(¢) auf parabolischen Netzflachen mit 
denjenigen der zugehérigen Kurven z(t) auf einem irreduziblen Kegel 
zweiter Ordnung zusammenhangen. Wir wollen diese Ergebnisse noch in 
folgendem Satze formulieren: 

Satz Il.*") Fiir eine Kurve x(t) auf einem irreduziblen Kegel 
zweiter Ordnung und die ihr zugeordnete Asymptotenlinie &(t) einer para- 
bolischen Netzflache bestehen an einer beliebigen Stelle t= 0 folgende 
Moglichkeiten: 

(A) Die Tangente im Punkte x(0) | (A) Die Tangente des Punktes & (0) 
ist nicht Erzeugende des irreduziblen | ist keine Gerade der speziellen 
Kegels zweiter Ordnung, und seine | linearen Kongruenz, welcher die Er- 
Schmiegungsebene ist nicht Tan- | zeugenden der Netzfliche angehdren. 
gentialebene. 

Die charakteristischen Zahlen der Punkte x(0) und &(0) sind ver- 
bunden durch die Gleichungen: 


(k,, k,, ky) = (x, %, %_). 


6) Vgl. hierzu E. Study, Math. Ann. 87, 8. 217. 
”) Vgl. E. Study, Math. Ann. 87, S. 221. 
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(B) Die Tangente im Punkte x (0) (B) Der Punkt &(0) liegt nicht 
ist nicht Erzeugende, aber seine | auf der Leitlinie der Kongruenz, 
Schmiegungsebene ist Tangential- | aber seine Tangente ist eine Gerade 
ebene des Kegels. dieser Kongruenz. 

Die zugehérigen charakteristischen Zahlen gentigen den Bedingungen: 
(k,, hy, by) = (% + x, +1, x, ,). 


(C) Die Tangente im Punkte x(0) (C) Der Punkt &(0) Wegt auf der 
ist Erzeugende des Kegels, aber der | Leitlinie der Kongruenz, welcher die 
Punkt x(0) ist ein reguldrer Punkt | Netzfldche angehdért. Seine Tangente 
des Kegels. Seine Schmiegungsebene | ist aber nicht die Leitlinie dieser 
ist Tangentialebene der Flache. Kongruenz. 


Die charakteristischen Zanlen an dieser Stelle sind verbunden durch 
die Gleichungen: 


(k,, ky, ky) = (x, *, * +, +1). 


(D) Der Punkt x(0) ist der Schei- (D) Die Tangente im Punkte (0) 
telpunkt des Kegels. Die Schmie- | ist die Leitlinie der Kongruenz, 
gungsebene ist Tangentialebene dieser | durch welche die Netzflache geht. 
Flache. 

Zwischen den charakteristischen Zahlen an dieser Stelle bestehen die 
Gleichungen : 
(ky, ky, ky) = (x, *, *). 


Aus Satz II folgt, da8 reguliren Punkten der einen Kurve auch 
singulare Punkte der anderen Kurve entsprechen kénnen. Wir wollen die 
Bedingungen, unter denen dieser Fall eintritt, noch besonders formulieren: 


Einem reguldren Punkte x(0) der Kurve x(t) entspricht immer dann 
und nur dann ein singuldrer Punkt &(0) der Kurve &(t), wenn seine 
Tangente stationdr und daher eine Erzeugende des irreduziblen Kegels 
zweiter Ordnung ist. Der Punkt &(0) liegt dann immer auf der Leit- 
linte der speziellen Kongruenz, welcher die Erzeugenden der Netzj{ldache 
angehéren: 

{a=1, b>2; &=0, k,>0}. 


Die Bedingung, daB die Tangente im Punkte z(0) mehr als drei- 
punktig beriihren muB, die bei Kurven z(t) auf einer Flaiche zweiter 
Ordnung mit nicht verschwindender Diskriminante hinzutritt’*), wenn 
einem regularen Punkte x(0) ein singulérer Punkt £(0) entsprechen soll, 
fallt also hier weg. Dadurch wird das wesentlich verschiedene Verhalten 


18) E. Study, Math. Ann. 87, S. 223. 
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der Asymptotenlinien parabolischer Netzflichen von demjenigen der Haupt- 
tangentenkurven nicht-parabolischer Netzflachen bedingt. 

Einem reguldren Punkte (0) der Kurve &(t) entspricht immer dann 
und nur dann ein singuldrer Punkt x(0) der Kurve x(t), wenn seine 
Tangente eine Gerade der speziellen Kongruenz ist, welcher die Erzeugen- 
den der parabolischen Netzfliche angehdren, und auBerdem eine von zwei 
weiteren Bedingungen erfiillt ist: 

Entweder der Punkt &(0) liegt nicht auf der Leitlinie dieser Kon- 
gruenz, 

oder er liegt auf dieser Leitlinie und seine Tangente ist stationdr: 


{a=1, B>2; x=0, x,>0}, 
wo a, die durch die Gleichungen (5) definierten Zahlen sind. 

Lésen wir die in Satz II aufgestellten Gleichungen (A) bis (D), die 
zwischen den charakteristischen Zahlen der Kurven x(t) und &(t) be- 
stehen, nach den x auf, so erhalten wir die interessanten Beziehungen 
(A*) bis (D*): 

(A") (#, %,%)=(k, = ky, ky, ky = ky), 
(B*) (%, %q, x)= (ky, ky, ky), 
( )  (#, %g, *) = (hg, ky, ky), 
(D*) (x, x, %) = (ky = k,, k,, ky =k,). 
Daraus folgt, daB sich die Fille (A), (D) und (B), (C) dual ent- 


sprechen. 


Mathematisches Seminar der Universitat Basel. 


(Eingegangen am 20. 7. 1924.) 











Analytische Kurvenpaare. 


Von 
R. Lauffer in Graz. . 


Betrachtet man zwei regulare Kurven des euklidischen R* *), die durch 
denselben Parameter punktweise aufeinander bezogen sind, so liegt es nahe, 
die begleitenden Dreikante (bestehend aus Tangente, Hauptnormale und 
Binormale) entsprechender Punkte als zwei bewegliche Koordinatensysteme 
aufzufassen und den einen Kurvenpunkt und sein begleitendes Dreikant 
durch Koordinaten und RichtungsgréBen auf das Dreikant des anderen 
Punktes zu beziehen. Darauf beziigliche Untersuchungen finden sich bei 
Cesaro, Natiirliche Geometrie, und auch anderen Orts und dort insbeson- 
dere zur Untersuchung der eine regulire Kurve begleitenden Kurven und 
Regelflachen. 

Zieht man aber auBer den reguliren Kurven auch singulare in den 
Kreis der Betrachtung, so versagt die vorerwahnte Methode. Bei krum- 
men Linien in Minimalebenen und bei krummen Minimallinien gibt es 
kein aus Tangente, Hauptnormale und Binormale bestehendes Dreikant. 
Bei krummen Linien in Minimalebenen sind nur die Tangente und die 
Minimalgerade der die Kurve enthaltenden Ebene unmittelbar mit dem 
Kurvenpunkt bewegungsinvariant verbunden. Bei krummen Minimallinien 
ist sogar nur die Tangente derart einfach mit dem Kurvenpunkt verkniipft. 

Um daher alle krummen, analytischen Kurven gleichartig behandeln 
zu kénnen, ordnen wir den Punkten allgemeiner Lage einer analytischen 
Kurve*) ein begleitendes Dreikant zu, das aus einer euklidischen und zwei 


) Die Einteilung der analytischen Kurven erfolgt nach den Grundsatzen von 
E. Study, Zur Differentialgeometrie der analytischen Kurven, Trans. of the Amer- 
Math. Soc. 10 (1909), S. 1—49. 

*) Punkte allgemeiner Lage kénnen erst dann unterschieden werden, wenn die 
vorliegende Kurve in cine bestimmte Klasse eingeteilt ist. Sie sind dann dadurch 
bestimmt. daB die als Identitaéten ugméglichen Gleichungen fiir die betreffenden 
Punkte auch tatsichlich nicht bestehen. 
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isotropen Geraden besteht. Weiters legen wir in jede dieser Geraden je 
einen Vektor, die gewisse, invariante Bedingungen erfiillen, so da8 man 
fiir die Ableitungen dieser Vektoren einfache, den Frenetschen Formeln 
analoge Gleichungen ableiten kann. Fiir zwei analytische Kurven ergeben 
sich dann simultane Bewegungsinvarianten und es erscheinen fiir die Ab- 
leitungen dieser GréBen Gleichungen mit ebenfalls sehr einfacher Bauart. 

Die so gewonnenen Beziehungen kénnen nicht nur zur Untersuchung 
begleitender Kurven regulaérer und singularer krummer Linien benutzt 
werden, sondern werden in der vorliegenden Arbeit auch zur Auffindung 
und Untersuchung orthogonaler Trajektorien analytischer Kugelscharen 
verwendet, 

Was die angewendete Bezeichnungsweise betrifft, soll erwahnt werden, 
daB Vektoren nicht besonders hervorgehoben werden brauchen, da diese 
nur in den invarianten Bildungen 

(a|b)= = a,b, 
(a, b, c) =a, b,c, | 
(abled) = (ale) (b|d) —(a|a)(b|¢) 
vorkommen werden*). Unter w verstehen wir immer einen willkiirlichen, 
konstanten Vektor. Mit 1,2,3,... I, I1, I[],... bezeichnen wir die Ab- 
leitungen der Vektoren y und Y nach dem Parameter ¢. Es ist 


(1|m)=(y|m), (Ijw)=(¥\w) {ow} 
(2|@)=(9|m), (I|w)=(¥|) {a} 


usw. 
Erfolgt eine Ableitung nicht nach einem allgemeinen Parameter ¢, sondern 
nach dem natiirlichen Parameter s oder p, so schreibt man z. B. 


__ (12/12) 
2 2 = 3° 
(2|2), (1}1) 





(2| 0), — TIF {0}. 
1. Isotrope Vektortripel. 
Die isotropen Vektoren b,, 5, und der Einheitsvektor b, 
(1) (0, |b.) =(b,|b,)= 0,  (b,|b,) = 1 
*) Was die angewendete Vektorsymbolik und die auftretenden Identitaten be- 


trifft, lese man auBer Study auch Berwald, Uber die Flichen mit einer einzigen 
Schar... Miinchen. Ber. 1913, S. 143 ff. 
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bilden ein isotropes Vektortripel, wenn auBer (1) noch 


(2) (b, | b,) = 0, (b,|b,) = 90, (b,|b,)=1 
und 

(3) (6, b,6,) = — ¢. 

Es ist dann 


(b, | m) =4(b, b,@) 
(4) (b,|m)=4(b,b,m) {ow}. 
(b, | w) =4(b,b, w) 
Die Vektoren b, und }, liegen in den Minimalebenen, die durch den Vek- 


tor b, gehen. Die Ebene durch b, und b, ist euklidisch und steht normal 
auf dem Vektor ),. 


Um die Gleichungen (1) und (2) mit unbestimmten Indexen schrei- 
ben zu kénnen, machen wir folgende Einfiihrung. Jedem Index 7,7, k,... 


ordnen wir einen zweiten zu, den wir mit 7, j, k,... bezeichnen, so daB 
i+7=0 mod 8 (¢,+=1,2, 8). 

Es ist dann 

(1a) (0,|0;) = 1 

und 

(2a) (b,|b:) =0 (ik). 


Solche Indexpaare nennen wir alternierend. 


Sind die Vektoren }, (¢ = 1,2,3) von einem Parameter ¢ so analy- 
tisch abhangig, daB die Gleichungen (1), (2) und (3) fiir alle Werte vont 
identisch erfiillt sind, so ist 


(5) (6, | b,) =0, 

(6) (,| ,) + (b,|b,) = 0 (i +k) 
and daher 

(7) (b,|\m) =(k,b,, @) {a}, 

wobei der Drehvektor k aus 

(8) (k|@) = 2 bj (0;|@) {w} 


erhalten wird. Die Skalare k; sind Differentialinvarianten vom Gewicht 1. 
Es ist 


1,2,3 
(8a) k, = i (b,|.b,) (i, | ) 
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2. Regulire Kurven. 


Durch 


(9) y¥=4¥,= 9, (#) (k= 1, 2, 3) 


wird eine regulére Kurve definiert, wenn (1|1)==0 und (12|12)=:0. 
Wir legen den Einheitsvektor b, des begleitenden, isotropen Vektortripels 
in die Tangente. Es ist 


(10) (b,|0)= 





{o}. 


Die Minimalvektoren 6, und b, liegen dann in der Normalebene des Kurven- 
punktes, und wir kénnen daher 


(b, | o)=«, (12) + B, (12/10) 

(b, |@)=«, (12) + f, (12|1@) 
setzen. Diesen und den Bedingungsgleichungen (1), (2) und (3) entsprechen 
noch immer unendlichviele Vektoren 6, und b,. Wir wahlen aus diesen 


die differentialinvarianten Vektoren, die durch folgende Identitaten be- 
stimmt sind. 


—1/ (120) (12 | 1@) 
(11) (1o)= (ar 1) * area eas OTT 


(12 @) i(12|1@) 
12 b, 3 
(12) (lo)= a (jaan + Fas aT) 
Fiir das so definierte Vektortripel erhalt man die Skalare 
6 sect oul V2] 12) 
(13) a ee 


e 
_ (123) é 
= (12712) (1]i)=>, 


wit 


{o} 

















wobei 8, g und rt die Ableitung der Bogenlinge, der Kriimmungs- und der 
Torsionsradius sind. Der Drehvektor selbst ist durch 


(14) (k| om) =C1) » CO) fy 


gegeben und liegt in der rektifizierenden Ebene. Den Vektor }, werden 
wir spiterhin auch als Tangentvektor bezeichnen: 


(b, | w)=(8, | o)="1°) {}. 
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8. Krumme Linien in Minimalebenen. 


Die durch 
(15) y=y, = 9, (t) (k= 1, 2,3) 
definierte Kurve ist krumme Linie in einer Minimalebene, wenn (12|12)=0, 
(123)=0, (1]1)=£0 und (12m)=-0{o} ist. Es ist dann 
(16) (12|1)* + (1/1) (12@)*=0 {@}. 


Den Einheitsvektor 6, legen wir auch hier in die Tangente. Er ist wegen 
(16) rational bestimmbar. Wir haben, wenn a ein konstanter Vektor ist, 
* __ .(1 |) (12 ete 

(17) (),|o) = {ow} (12a) + 0. 


Den Minimalvektor b, legen wir in die Minimalgerade der Ebene unserer 
Kurve und bestimmen ihn differentialinvariant durch die Gleichung 





_ (12|1@) 
& = . 
(18) (b, |) i(1|1) {a} 
Den Minimalvektor 6, — in der Normalebene des Kurvenpunktes — er- 


halten wir mit Hilfe des konstanten Vektors a. Setzen wir 
(b,|a)=a(12|1m)+ B(lao), 

so erhalten wir aus den Bedingungsgleichungen (b,|b,)=0, (b,|b,)=1 

eindeutig 


_ (1a|1a) (1]1) 
(19) (0_| 0) =o a9) 812 1 w) + Zqaq) (14) {w}. 





Das so bestimmte Vektortripel erfiillt auch die letzte Bedingungsgleichung 
(6, 6, b,)= — 
Die den Drehvektor bestimmenden Skalare sind 
_ (12|1a) 








a i(12a) 
(20) k, = 0 
(18 1a)—8(12|2a) (12/14) 
k,= Tr] 1ide) 2a) = éf(p), 


wobei s und f(p) die Ableitung der Bogenlinge und die die Kurve der 
Gestalt nach bestimmende Invariante sind. 


Der Tangentvektor ist auch hier (b, | ») =(b,| 0) =?) Der Dreh- 
vektor k 


(21) (k|o)=a haat +” #()) 





liegt in der Kurvenebene. 
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4. Krumme Minimallinien. 
Eine krumme Minimallinie wird durch 

(22) y=4, = 9, (t) (k= 1, 2,3) 
dargestellt, wenn (1|i1)=0 und (123)=—0. Es ist dann (1/2)=0, 
(1|3) + (2|2)=0 und (1|4)+3(2|3)=0. AuBerdem haben wir 

(12 w)* = — (2|2)(1|)° 
(23) (128)(12.@)=(2|2)*(1|) 3 

(128)° = —(2|2)°. 
Den Vektor b, legen wir in die, bei Minimalkurven isotrope, Kurventangente 
und bestimmen ihn differentialinvariant durch 


(24) (|o)=(1]o) VP {o}. 


Den Einheitsvektor 6, legen wir in die Schmiegungsebene und be- 
stimmen ihn durch 





(25) (b,|w)=s(2|@), {o}, 
wobei der natiirliche Parameter p durch p= ake definiert ist. Wir 
erhalten 

.2(2|2)(2 —(2|3)(1 


Um den Minimalvektor b, zu erhalten, setzen wir 


(b,|@)=a(1|m) + B(2|m)+7(3|@) {ow} 
und erhalten aus den Bedingungsgleichungen (6,|b,)=0, (6,|6,)=1, 
(b, | b,)=0 


(26) (b,|)= 





1 
8 (2) 2)° ye 2 


(128) 
‘3(2|3)° (1|) — 4(2|2)(3]3) (1|«) + 12 (2|2) (2|3)(2|@) — 8 (2|2)*(3|@)) {w} 


und es ist auch hier die Bedingungsgleichung (6, b, b,)=— 1 erfiillt*). 
Die Skalare, die uns hier den Drehvektor k bestimmen, sind 


*) Vessiot fihrt bei krummen Minimallinien (Comptes Rendus 140 (1905), 
8. 1381 ff.) ein ahnliches Vektortripel ein. Er setzt aber das innere Produkt der 
beiden Minimalvektoren (bei uns (b,|b,)=1) gleich 2, E. Study, Die natiiriichen 
Gleichungen der analyt. Kurven im euklidischen Raum (Trans. of the Amer. Math. 
Soc. 11 (1910), S. 249ff.) wendet bei Minimalkurven auBer einem Tripel von Ein- 
heitsvektoren auch ein Vektorentripel a,b,c, bestehend aus den Minimalvektoren a 
und ¢ und einem nicht isotropen Vektor 6, an. Die Vektoren erfiillen aber die 
Gleichungen (b|b)=—1, (c|a)=—1 und (abc)=1. 





R. Lauffer. 





_ 4/(123) __. 
k,= 272) ? 


_ 14 /(18B) 4 (2 | 2)(2] 4) +8 (21 2)(318)—15(2/8)*_ sp 
(27) k= ZV) aT 4(2]2)(128) 2 


k, = 0, 


wobei p und J die Ableitung des natiirlichen Parameters und die Invariante 
der vorgegebenen Kurve sind. Der Drehvektor k 


(28) (k|w)=—J(1|w),+(3|), {o} 
liegt in der Ebene der Vektoren (1|m), und (3|m),, seine Lange ist }— J. 
Als Tangentvektor bezeichnen wir (0, |o) =(b,|@) =A). 





“J 


5. Simultane Differentialinvarianten zweier analytischer Kurven. 


y=%= Y(t) 


(29) Y=Y,=Y,(t) 


(k= 1, 2, 3) 
sind zwei krumme analytische Kurven, die durch den Parameter ¢ punkt- 
weise aufeinander bezogen sind. Die den Punkten der beiden Kurven 
differentialinvariant zugeordneten Vektortripel bezeichnen wir mit b; und 
B, (i =1, 2,3), ferner sind = ¥(1|1) und § = V(I[I) die Ableitungen 
der Bogenlangen, die natiirlich auch identisch verschwinden kénnen. Mit 
q und Q bezeichnen wir die natiirlichen Parameter der beiden Kurven, 
und zwar ist g=s(Q= 8), wenn s0(S=0); g= p(Q=P), wenn 
s=0(S=0). Die Tangentenvektoren sind }, und Br. 

Bezeichnen wir mit | den Abstandsvektor entsprechender Punkte, so ist 





(30) (]m)=(Y¥—ylo) {o} 
und der Abstand entsprechender Punkte ist 
(81) L=V(ljl)=V(Y—y|¥—y). 
Aus 
3 
(32) (1 0) = 32,(b,|o) 
erhalt man bei Verwendung alternierender Indexe (i + i=0 mod 3) 
(38) 24 = (1%). 
Ebenso ergibt sich aus 
3 
(32a) (Ho)=— $4(B,\o) {a} 


(33a) Z,= — (1| Bi). 





TPR 


a i eel Aa aad 











Sar ae 
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Weiter setzen wir 


(34) Cie = (5; | Be) 
und 
(35) dy, = 1 (6; Bel). 


Aus Gleichung (30) erhalt man durch Differentiation mit Riicksicht 
auf (33) und (33a) 
(I) (1\t) + q%+QZ=0. 
Ebenso erhalt man aus den Gleichungen (33) und (33a) bei Beachtung 
von (3) und (7) 
| Bix, Bis, Ks 
(IL) = Qee—G0ie +i k,, ky, k, = Qep — QO +t|%,, ko, Zs | 


eee (6,=1, 9,=0, t+) 
und 
(IIa) Ze= 4 Cie —QOre +t |A,2, Ke, Zs|. 
In gleicher Weise erhalt man aus (34) 
(III) Cin =| Bir, ka, Cye|t+i| A, Ke, cis | 
und aus (35) 


(IV) dix =q|%, Bat, Csk| + Q|%, E> Dor, Cis | + t| Bi1, ke, dsp | + 
+ t| Oz, Kg, djs. 


6. Identititen und geometrische Bedeutung einiger Invarianten. 


Setzt man in die Gleichungen (32) und (32a) fiir wm die Vektoren 1, 
by bzw. Bj ein, so erhalt man 


; 3 8 
(V) P= Sea = 52,Z;, 

i=1 t=1 

3 
(VI) a+ Shce=0, 

B=1 

> 
(VIa) Ze + Scie =0 (¢,k=1, 2,8). 

t= 


Fiir die c;, ergeben sich aus den Definitionsgleichungen (34) eine 
Reihe von Identitaten 


3 1k=l 
VII are oe 
(VII) Ziel k+l, 
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(Vila) Se, Cr; ee 
ga OF EF 0O;t+1 
und 
(VIIb) le,|= —1. 
Endlich erhalt man aus (35) 
(VIII) diz =|9j,, Cox, 23 | =| Piz, Cea Zs. 


Was die geometrische Bedeutung der einzelnen Invarianten betrifft, 
beschranken wir uns nur auf die einfachsten Fille. 


Ist 1° =(1|1)=0 und (1|m)=-0{w}, so ist der Vektor / isotrop 
und die von den Verbindungsgeraden entsprechender Punkte erzeugte 
Tragerregelflache ist eine Minimalregelflache. 

Ist djp =i(b, Br, 1)=0, so ist die Tragerregelflache eine Torse, 
ein Kegel oder Zylinder. 

Die Tragerregelflache ist ein isotroper Zylinder, wenn auBer (/|/)=0 
auch (llm)=0{} ist. Diese beiden Bedingungen reduzieren sich wegen 
(l|wm)==0{m} auf 
(36) (tj2)j=0; (i\H)=0. 

Um insbesondere die durch die regulare Kurve y (=V(1|1)== 0) gehen- 

den isotropen Torsen (Kegel) und Zylinder zu finden, setzen wir 
z,=n(m—1) V2 

(37a) z,—=n(m-+1)°)2 (n+0), 


z, = 2in(m* — 1) 


so dab 
(38) P= 322,=0. 
Eliminieren wir aus @&7=dyp=cCi pz —Cop~%=O0 und den Glei- 
chungen (II) c,, und c,;, so erhalten wir 
(39) 2,2, —%2, + 18(— (2, +2) +24) %=0, 
oy2 
und daraus wegen der Substitution (37a) die algebraische Gleichung 
(40) m*—1=0 
und die Riccatische Differentialgleichung 
(TXa) tin = 5 (m* (5 +5) +5 -4): 


Die Lésungen der Gleichung (40) geben uns die beiden Minimalfilarevo- 
luten (Minimalkegel) der Kurve, die Lésungen der Differentialgleichung (IX a) 
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geben uns, da auch die Bedingung (36) erfiillt ist, die dureh die Kurve y 
gehenden isotropen Zylinder. 
Es hangen daher die Lésungen der Gleichung ([Xa) unmittelbar mit 
der Auflésung der natiirlichen Gleichung der Kurve y zusammen. Sind 
namlich “,, M,, Ms; (/,, Me» Mg) $= 0 drei beliebige Minimalvektoren, und 
M,,™,, m, drei verschiedene Lésungen der Gleichung (IXa), so laBt sich 
immer ein isotropes Vektorentripel b,, b,, 6, so angeben, daB die Glei- 
chungssysteme 
— — 1) V2 =(u,| by) 

(41) m, +1)°¥2 = (u,|d,) (i =1, 2, 3) 

Fr 5 Se = (u,;| bs) 
erfiillt sind. 
Bei krummen Linien in Minimalebenen setzt man besser 

z,=n(m—1)° 

(37b) 2z,= 2n(m+1)° (n + 0) 
z, = 2in(m*—1)" 

und erhalt ahnlich wie friiher die Gleichung (40) und die Riccatische 

Differentialgleichung 


(IXb) tin = 5 (m(1+ f(p)) +1 —¢f(p))(m+1). 


Die Lésung m= 1 der Gleichung (40) gibt uns die Minimalfilarevolute. 
Die Lésung m = — 1 erfiillt nicht nur die Gleichung (40), sondern auch 
die Gleichung (IXb) und liefert uns das Biischel der Minimalgeraden in 
der Kurvenebene. 

Die Gleichung (IXb) ist, da wir schon eine Lésung kennen, durch 
zwei Quadraturen lésbar und hangt mit der Auflésung der natiirlichen 
Gleichung unserer Kurve in gleicher Weise wie die Gleichung (IXa) zu- 
sammen °), 

Bei krummen Minimallinien ist t= 2, und wir erhalten daher statt 
Gleichung (39) 


(42) 1 — %%+ip (42 7 +2) 2, =0. 


Setzen wir hier 


z, = 2nm* 
(37c¢) z,= 7 (n+), 
z,= 2inm 


‘) Die Gleichung (IXb) ist nur der Vollstindigkeit halber abgeleitet. Die 
direkte Auflésung der natiirlichen Gleichung einer krummen Linie in einer Minimal- 
ebene findei sich bei E. Study, siehe Anm. *). 
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so erhalten wir die algebraische Gleichung 


(43) m* = 0 
und die Riccatische Differentialgleichung 
(IXc) m = 5-(m*J +1). 


Die Lésungen m=0 der Gleichung (43) geben wegen z, =z, = 0 
die Tangentenflache der Kurve selbst. Die Lésungen der Gleichung (IXc) 
sind auch hier fiir die Auflésung der natiirlichen Gleichung der Kurve 
grundlegend. 


7. Orthogonale Trajektorien einer Kugelschar. 


Ist die Kurve Y eine orthogonale Trajektorie der analytischen Kugel- 
schar 


(X) : 


(z,—y,) —=0 (1 == 0), 


Me 


wobei y,; und / analytische Funktionen eines Parameters ¢ sind, so bilden 
die Mittelpunktskurve y und die Kurve Y ein Kurvenpaar, bei dem die 
Tangenten der Kurve Y durch die entsprechenden Punkte der Kurve y 
hindurchgehen. Die Kurve Y selbst hat euklidische Tangenten (i + 0), 
ist daher keine Minimalkurve und infelgedessen 7'= 3. Weiter ist 

(44) d;,,=0 (¢ = 1, 2, 3). 
Aus (VIII) und (VI) erhalten wir 

(45) Z,=2Z,=0, Z=-l 

und 

(46) z,= le,, (¢=1, 2, 8). 
Aus (I) erhalten wir daher 

(47) Fe Bs» E 


Eliminieren wir nun aus den Gleichungen (II), (46) und (47) die ¢;,, 
und S, so erhalten wir 
(XI) g, = (EF 8) 8s _ 69, 4 5(8;,, ke, ). 


' ° 1°? 
1? 


Mit Hilfe der Substitutionen 


(48) fe 
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und ihrer Umkehrungen 


a 
5, = N 
(48a) 2, = 1-5 N = 2hate +4 6) 
l 
25 = by 


erhalten wir fiir £, und ¢, je eine Riccatische Differentialgleichung. 
Ist die Mittelpunktskurve y regulér oder krumme Linie in einer 
Minimalebene, so ist t= 3, und wir erhalten 
t= - tk, to + (ik, _— 7) a + = ’ 
(XII) ; " i ik 
i= sh — (se, +4),—S. 
Diese beiden Gleichungen werden durch je zwei Quadraturen lésbar, 
wenn die Kurve y krumme Linie in einer Minimalebene ist, da dann 
k, = 0, und auf der rechten Seite der Gleichungen das erste bzw. letzte 
Glied verschwindet. Bei Minimalkurven ist t= 2, und wir haben wegen (27): 


: 7 2 : 2 , 

.= i ((}+44) oe +4) > 

: D ‘ Sce B 

be on b (aie? (5 +ia)). 

Bezeichnen wir GréBen und Gebilde, die dem festen Parameterwert ¢t’ zu- 


geordnet sind, durch einen Indexstrich, so ist wegen der bekannten Eigen- 
schaften Riccatischer Differentialgleichungen 


(XIII) 


-e 
aoe tc 
a fa ’ 
boot, 


(XIV) 


wobei a,, b;, ¢; und d,; Funktionen von ¢ und ?¢’ sind. 

Fassen wir nun die a bzw. ¢' als isotrope Koordinaten der Ebenen e 
und e’ auf, so stellen uns die Gleichungen (XIV) eine Mébiussche Kreis- 
verwandtschaft zwischen den Ebenen e und e’ dar. Da nun, wie schon 
bemerkt wurde, die Gleichungen (48) und (48a) eine stereographische 
Projektion der Kugeln Z und L’ auf die Ebenen ¢ und e’ bewirken, sind 
die Kugeln L und L’ kollinear aufeinander abgebildet. Wir erhalten 


Satz 1. In einer eindimensionalen, analytischen Kugelschar werden 
zwei beliebige Kugeln der Schar durch die Kongruenz der orthogonalen 
Trajektorien kollinear aufeinander bezogen, 


*) Die Gleichungen (48) und (48a) bewirken eine stereographische Abbildung 
der Kugel (X) auf die Ebene der Vektoren b, und b,, wenn wir ¢, und ¢, als iso- 
trope Koordinaten auffassen. 

Mathematische Annalen. 93. 16 
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und als notwendige Folge 


Satz 2. Liegt auf einer Kugel der Schar ein orthogonales Kreis- 
system, so schneiden die durch diese Kreise gehenden Kongruenzflachen 
alle Kugeln der Schar nach orthogonalen Kreissystemen. (Kongruenz- 
kurven und Kugelpunkte gelten nur dann als inzident, wenn sich Kurve 
und Kugel normal schneiden.) 


8. Eine Raumkurve 3. Ordnung. 
_ Setzen wir die Ableitungen der GréBen ¢, und ¢, identisch gleich Null 
(¢,=0, €,=0), so erhalten wir aus (48a) 
(49) 2,= Hz,. 
Weiter driicken wir die Bedingung (44) durch 
(50) (I|jw)=(@—u)(l|m) {a} 


aus. Durch Differentiation von (32) erhalt man wegen (30) 


8 3 

(51) (I|m)—9(b,|m) = Y4,(b,|o)+ Ya(kb,w) {o}, 
1 1 

und daher mit Riicksicht auf (32), (49) und (50) 

(52) u(l|w)+q(b,|o)+(klw)=0 {a}. 

Setzen wir 


(l| wm) =a(b,|o)+f(kl|w)+y(kb,w) {a}, 
so erhalten wir aus (52) 


a:B:y:1= —u*q: — q(k|b,):ug:u(u*?+ (k|k)) 
und daher 
_ » —u*(b,| w) +u(kb,w) —(k| b,) (k\| @ 
(XV) (l w)=¢ (oe} SC ea aT | be) (| @) {w}. 

Fiir konstantes ¢ ist (XV) die Parameterdarstellung einer mit dem 
Kurvenpunkt y= y, (t) differentialinvariant verbundenen Raumkurve 3. Ord- 
nung. Nur fiir Punkte, in denen (k|b,)=0, d.h. also fiir ebene regulare 
Kurven, singulire Kreise (f(p)= 0) und fiir gewisse Punkte spezieller Lage 
stellt uns (XV) eine Kurve 2. Ordnung dar. 

Wie leicht zu erkennen, sind die unendlich fernen Punkte der Kurve 
die Richtung des Drehvektors k und die isotropen Punkte der Normal- 
ebene des Vektors k. Nur bei Minimalkurven 3. Ordnung und regularen 
Kurven mit @*+-1* = 0 (Schraubenlinien auf isotropen Drehzylindern) ist 
wegen (k|k) =0 die unendlich ferne Ebene Schmiegungsebene, ihr Beriih- 
rungspunkt liegt in der Richtung des Vektors k, und der absolute Kegel- 
schnitt ist Oskulante. 
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Der Tangentvektor der Kurve 3. Ordnung (XV) im Punkte (/| o)=0 {w} 
ist bis auf einen Faktor gleich dem Vektor b,, und die Schmiegungsebene 
dieses Punktes geht durch die Vektoren (b,|m) und (kb,m), fallt daher 
mit der Schmiegungsebene der Kurve y= y,(t) zusammen. 


9. Die Zentrafliche eines Punktes einer Minimaltorse. 


Ist fiir einen bestimmten Wert des Parameters ¢:2,=0 und 
2, = 2, = 0 {t}, weiter z, + 0 {t}, so liegt die so definierte Kurve Y auf 
der einen Minimaltorse von y. (y und Y sind regulare Kurven.) Aus (II) 
erhalten wir dann 


(53) tg = 0 = Soy, Cy, = 0, 
2,.=0= Sc,,—&. 
Wegen (VII) ist daher 
C5 = 1, 
(54) Rak. 


und aus (III) ergibt sich endlich 


(55) Cx, = O= th, + 1 K, (€,, — ¢,). 
Setzen wir 


(56) (= eg (i =1, 2, 8), 


so sind die ¢; die Koordinaten des Kriimmungsmittelpunktes der Kurve Y, 


bezogen auf das Vektortripel b,, 6,,5,, und es ist wegen der Identi- 
titen (VII) 


(57) 20st oe = os 
und daher wegen (55) und (56) 
(XVI) 26+ +i 


die Gleichung der Zentrafliche fiir einen Punkt der Minimaltorse in iso- 
tropen Koordinaten. 


Die Flache (XVI) ist ein Minimalkegel, dessen Scheitel die Koordi- 
naten (0, SE 0) besitzt, wohingegen der zugeordnete Punkt der Minimal- 


filarevolute die Koordinaten (0 0) besitzt. 


is 
i 
k, 


(Eingegangen am 24. 3. 1924.) 


16* 











Zur Begriindung der intuitionistischen Mathematik’). I. 


Von 


L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 


Mengen und Spezies. Ihre Vergleichung. 


§ 1. Der Mathematik liegt eine unbegrenzte Folge von Zeichen bzw. 
endlichen Zeichenreihen zugrunde, welche bestimmt wird durch ein erstes 
Zeichen und das Gesetz, das aus jeder dieser Zeichenreihen die nachst- 
folgende herleitet. Insbesondere ist zu diesem Zweck die Folge ¢ der 
»Nummern“ 1, 2,3, 4,5,... brauchbar. 


Eine Menge ist ein Gesetz, auf Grund dessen, wenn immer wieder 
eine willkirliche Nummer gewahlt wird, jede dieser Wahlen entweder eine 
bestimmte Zeichenreihe mit oder ohne Beendigung des Prozesses*) erzeugt, 
oder aber die Hemmung des Prozesses mitsamt der definitiven Vernichtung 


1) Die Reihe von Aufsitzen, die ich unter diesem Titel in den Mathematischen 
Annalen verdffentlichen werde, soll eine erweiterte und wo nétig emendierte Wieder- 
gabe bilden vom Inhalte meiner von 1918 an in den Verhandelingen der Amster- 
damer Akademie erscheinenden Abhandlungen: ,Begriindwng der Mengenlehre unab- 
héingig vom logischen Satz vom ausgeschlossenen Dritten“ und ,,Begriindung der Funk- 
tionenlehre unabhingig vom logischen Satz vom ausgeschlossenen Dritten“. 

*) In dieser Mengendefinition kann selbstverstindlich die Méglichkeit der Be- 
endigung des Prozesses auch durch die Méglichkeit, daB nach einer bestimmten Wahl 
jede weitere Wahl anstatt einer Zeichenreihe immer wieder nichts erzeugt, ersetzt 
werden. 

Dem Umstand, da8 die Mengendefinition langatmig ist, ist leider nicht abzu- 
helfen. Zur Erleichterung des Versténdnisses sei schon hier auf den speziellen Fall 
hingewiesen, der eintritt, wenn sowohl von Beendigungen wie von Hemmungen des 
Prozesses Abstand genommen wird und wenn man iiberdies jede Wah! einer Nummer 
immer nur die Nummer selbst erzeugen la8t. Dieser Fall liefert die im § 4 zur Be- 
handlung gelangende Menge C. 
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seines Resultates herbeifiihrt, wobei fiir jedes n>1 nach jeder unbe- 
endigten und ungehemmten Folge von n— 1 Wahlen, wenigstens eine 
Nummer angegeben werden kann, die, wenn sie als n-te Nummer gewahlt 
wird, nicht die Hemmung des Prozesses herbeifiihrt. Jede in dieser Weise 
von einer unbegrenzten Wahlfolge erzeugte Folge von Zeichenreihen*) 
(welche also im allgemeinen nicht fertig darstellbar ist), heiBt ein Hle- 
ment der Menge. Die gemeinsame Entstehungsart der Elemente einer 
Menge M werden wir kurz ebenfalls als die Menge M bezeichnen. 

Wenn zu jedem m in ¢ eine solche Nummer &, bestimmt ist, daB 
jedesmal, wenn bei der n-ten Wahl eine in ¢ héher als k, liegende Num- 
mer gewahlt wird, die Hemmung des Prozesses zustande kommt, so 
heiBt die Menge finit*). 

Wenn verschiedene ungehemmte Wahlfolgen immer zu verschiedenen 
Folgen von Zeichenreihen fiihren, so heiBt die Menge individualisiert. 

Die Bestimmungsgesetze endlicher Folgen von Zeichenreihen sowie 
unbegrenzter Folgen von Zeiehenreihen von der Art der Folge ¢ bilden 
besondere Fille von Mengen, deren Elemente von den einzelnen Zeichen 
gebildet werden. Die Menge der Nummern, d. h. der Zeichenreihen von ¢, 
werden wir mit A bezeichnen. 

Zwei Mengenelemente heiBen gleich oder identisch, wenn man sicher 
ist, daB fiir jedes n die n-te Wahl fiir beide Elemente dieselbe Zeichen- 
reihe erzeugt. 

Zwei Mengen heiBen gleich oder identisch, wenn zu jedem Element 
der einen Menge ein gleiches Element der anderen Menge angegeben 
werden kann. 

Die Menge M heiBt eine’ Teilmenge der Menge N, wenn zu jedem 
Elemente von M ein gleiches Element von N existiert. 

Mengen und Elemente von Mengen werden mathematische Entitdten 
genannt. 

Unter einer Spezies erster Ordnung verstehen wir eine (begrifflich 
fertig definierte) Eigenschaft, welche nur eine mathematische Entitaét be- 
sitzen kann, in welchem Falle sie ein Element der Spezies erster Ordnung ge- 
nannt wird. Die Mengen bilden besondere Fille von Spezies erster Ordnung. 

Zwei Spezies erster Ordnung heiBen gleich oder identisch, wenn zu 
jedem Elemente der einen Spezies ein gleiches Element der anderen Spe- 
zies angegeben werden kann. 


’) Inklusive des Charakters ihrer Fortsetzbarkeitsfreiheit, welche sich nach jeder 
Wahl beliebig (eventuell bis zur vélligen Bestimmtheit, jedenfalls aber einem Mengen- 
gesetze entsprechend) verengern kann. 

*) Insbesondere bilden also die unbeschrankt fortgesetzten Folgen von einziffrigen 
Nummern die Elemente einer finiten Menge. 
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Unter einer Spezies zweiter Ordnung verstehen wir eine Eigenschaft, 
welche nur eine mathematische Entitét oder Spezies erster Ordnung be- 
sitzen kann, in welchem Falle sie ein Element der Spezies zweiter Ord- 
nung genannt wird. 

Zwei Spezies zweiter Ordnung heiBen gleich oder identisch, wenn zu 
jedem Elemente der einen Spezies ein gleiches Element der anderen Spe- 
zies angegeben werden kann. 

In analoger Weise definieren wir Spezies n-ter Ordnung, sowie deren 
Gleichheit bzw. Identitét, wo n ein beliebiges Element von A reprasentiert. 

Die Spezies M heiBt eine Teilspezies der Spezies N, wenn zu jedem 
Elemente von M ein gleiches Element von N existiert. LaBt sich iiber- 
dies ein Element von N angeben, das nicht gleich einem Elemente von M 
sein kann, so heiBt M eine echte Teilspezies von N. 

Zwei Mengenelemente heiBen verschieden, wenn die Unméglichkeit 
ihrer Gleichheit feststeht, d. h. wenn man Sicherheit hat, daB sich im 
Laufe ihrer Erzeugung nie ihre Gleichheit wird beweisen lassen. 

Zwei Spezies heiBer verschieden, wenn die Unméglichkeit ihrer Gleich- 
heit feststeht. 

Eine Spezies, von der je zwei Elemente entweder als gleich oder 
als verschieden erkannt werden kénnen, nennen wir diskret. 

Wir sagen, daB die Spezies M aus der Spezies N herausragt, wenn 
N ein von jedem Elemente von M verschiedenes Element besitzt. 

Zwei Spezies M und WN heiBen kongruent, wenn keine von beiden 
aus der anderen herausragen kann, mit anderen Worten, wenn jede fiir 
die Elemente der einen Spezies unmégliche Eigenschaft auch fiir die Ele- 
mente der anderen Spezies unméglich ist. Dies ist z. B. der Fall, wenn 
von den unendlichen Dualbruchentwicklungen des Einheitsintervalls M die- 
jenigen enthalt, von denen entweder feststeht, wieviele Ziffern 0 der ersten 
Ziffer 1 vorangehen, oder da8 gar keine Ziffer 1 auftritt, und N diejenigen, 
von denen entweder feststeht, wieviele Ziffern 1 der ersten Ziffer 0 voran- 
gehen, oder da8 gar keine Ziffer 0 auftritt. Offenbar sind zwei Spezies, 
welche beide einer dritten Spezies kongruent sind, auch untereinander 
kongruent. 

Eine mit M kongruente Teilspezies von N heiBt auch halbidentisch 
mit N. Dies ist z. B. der Fall, wenn M dieselbe Spezies wie im vorigen 
Absatz und N die Spezies der unendlichen Dualbruchentwicklungen des 
Einheitsintervalls vorstellt. 

Die Spezies, welche diejenigen Elemente umfaBt, welche sowohl zur 
Spezies M wie zur Spezies N gehéren, heiBt der Durchschnitt von M 
und N, und wird mit D(M, N) bezeichnet. Da8 der Durchschnitt zweier 
Mengen keine Menge zu sein braucht, sehen wir ein, indem wir fir M 
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eine einen einzigen unendlichen Dualbruch a und fiir N eine einen einzigen 
unendlichen Dualbruch 6 umfassende Menge wahlen, wahrend man von a 
und b weder die Gleichheit noch die Verschiedenheit beweisen kann. 


Die Spezies, welche diejenigen Elemente umfa8t, welche entweder zur 
Spezies M oder zur Spezies N gehéren, heiBt die Vereinigung von M 
und N, und wird bezeichnet mit ©(M,N). Die Vereinigung zweier 
Mengen ist wiederum eine Menge, die Vereinigung zweier individualisierter 
Mengen braucht aber keine individualisierte Menge zu sein. 


Zwei Spezies M und N heiBen elementefremd, wenn sie verschieden 
sind und unméglich ein Element von M und ein Element von NW existieren 
kénnen, welche miteinander identisch sind. 


Sind M’ und M” elementefremd und Teilspezies von N, und ist 
©(M’, M") halbidentisch mit N, so sagen wir, daB N sich aus M’ und M” 
zusammensetzt, und nennen M’ und M 2 Komplementdrspezies voneinander 
in N. Dies ist z. B. der Fall, wenn N saimtliche Nummern umfabt, 
M’ diejenigen Nummern, welche als Exponent der Fermatschen Gleichung 
diese Gleichung lésbar machen, und M 4 diejenigen Nummern, welche als 
Exponent der Fermatschen Gleichung diese Gleichung unlésbar machen. 


Sind M’ und M” elementefremd und Teilspezies von N, und © (M ‘mM + 
und WN identisch, so sagen wir, daB N in M’ und M” zerlegt ist, und 
nennen M’ und M” konjugierte Zerlegungsspezies von N und sowohl M : 
wie M” eine abtrennbare Teilspezies von N. Dies ist z. B. der Fall, 
wenn WN simtliche Nummern umfaBt, M’ diejenigen Nummern, welche 
héchstens fiinf Ziffern enthalten, und M” diejenigen Nummerrn, welche 
mehr als fiinf Ziffern enthalten. 


In analoger Weise wie den Durchschnitt und die Vereinigung von 
zwei Spezies definiert man den Durchschnitt und die Vereinigung einer 
willkiirlichen Spezies von Spezies. 

In analoger Weise wie zwei Komplementiarspezies in N bzw. zwei 
konjugierte Zerlegungsspezies von N definiert man eine diskrete Spezies von 
Komplementarspezies in N bzw. eine diskrete Spezies von konjugierten 
Zerlegungsspezies von N. 

Wenn zwischen zwei Spezies M und N eine eineindeutige Beziehung 
hergestellt werden kann, d. h. ein Gesetz, welches jedem Elemente von M 
ein Element von N zuordnet in solcher Weise, daB gleichen und nur 
gleichen Elementen von M gleiche Elemente von N entsprechen, und jedes 
Element von N einem Elemente von M zugeordnet wird, so schreiben 
wir M~ N, und sagen, daB M und N dirselbe Machtigkeit oder Kar- 
dinalzahl besitzen, oder gleichmdchtig sind. -Die Menge der Nummern 
2,3,4,... ist z. B. gleichmachtig mit der Menge der Nummern 1, 2, 3,... 
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Wenn jedem Elemente von M ein Element von N zugeordnet ist in 
solcher Weise, da8 gleichen und nur gleichen Elementen von M gleiche 
Elemente von N entsprechen und die Spezies der Elementen von ¥M zu- 
geordneten Elemente von N mit N halbidentisch ist, so sagen wir, dab 
M mit N halbgleichmachtig ist. 


§ 2. Eine Spezies heiBt endlich, wenn sie mit der Menge der Nummern 
eines gewissen (eventuell fortfallenden ) Anfangssegmentes der Folge ¢ gleich- 
machtig ist. 

Eine Spezies heiBt unendlich, wenn sie eine mit A gleichmachtige 
Teilspezies enthalt, und insbesondere reduzierbar unendlich, wenn die be- 
treffende Teilspezies abtrennbar ist. 

Es existiert kein Grund zu behaupten, daB jede Menge oder Spenzies 
entweder endlich oder unendlich sei. Dagegen steht fest, daB eine Spezies 
nicht gleichzeitig endlich und unendlich sein kann, und zwar auf Grund 
des folgenden Satzes: 


Haupteigenschaft der endlichen Spezies. Fiir jede Herstellungs- 
weise der eineindeutigen Beziehung zwischen einer endlichen Spezies E 
und der Menge der Nummern eines Anfangssegmentes von ¢, kurz: fiir 
jede Zahlungsweise von E, wird dasselbe Anfangssegment von ¢ benutzt. 


Beweis. Seien zwei Zahlungen von EZ gegeben, von denen die ,,erste“ 
das Anfangssegment 1,2,3,..., 7 von ¢ benutzt, wiahrend die andere 
(als ,,neue Zahlung“ zu bezeichnen) nicht weniger als 1,2, 3,..., 7 benutzt. 
Die Zahlung, in welche die erste Zahlung durch Vertauschung der Ele- 
mente, denen bei der ersten und bei der neuen Zahlung die Ziffer 1 zu- 
geordnet ist, iibergeht, werden wir als ,,zweite Zahlung“ bezeichnen. Als- 
dann benutzen die erste und die zweite Ziahlung dasselbe Anfangssegment 
von ¢, wahrend bei der zweiten und bei der neuen Zahlung die Ziffer 1 
demselben Elemente von EZ zugeordnet ist. Die Zahlung, in welche die 
zweite Zahlung durch Vertauschung der Elemente, denen bei der zweiten 
und bei der neuen Zahlung die Ziffer 2 zugeordnet ist, iibergeht, werden 
wir als ,,dritte Zahlung“ bezeichnen. Alsdann benutzen die erste und die 
dritte Zahlung dasselbe Anfangssegment von ¢, wahrend bei der dritten 
und bei der neuen Zahlung die Ziffern 1 und 2 je demselben Elemente 
von £ zugeordnet sind. In dieser Weise fortfahrend, gelangen wir schlieB- 
lich zu einer ,,letzten Zahlung“, welche einerseits dasselbe Anfangssegment 
von ¢ wie die erste Zahlung, also das Segment 1, 2,3,...,1 benutzt, 
andererseits die Nummern 1, 2,..., + je demselben Elemente von EF zu- 
ordnet wie die neue Zahlung. Hieraus folgern wir hinsichtlich der 
neuen Zahlung, daB, nachdem wir die Nummern 1, 2,...,17 denjenigen 
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Elementen von E zugeordnet haben. denen sie bei der neuen Zahlung 
entsprechen, die Menge Z erschépft ist, d. h. daB die neue Zahlung das- 
selbe Anfangssegment von € benutzt wie die erste Zahlung, w. z. b. w. 

Auf Grund der Haupteigenschaft diirfen wir die Kardinalzah! einer 
endlichen Spezies mit der letzten Nummer der Folge ¢, die bei der 
Zahlung der Menge benutzt wird, bezeichnen. Die Kardinalzahl einer 
Spezies ohne Element hei8t Null und wird mit 0 bezeichnet. 

Aus dem Beweise der Haupteigenschaft folgt unmittelbar, daB eine 
echte Teilspezies einer endlichen Spezies E nicht mit E selbst gleich- 
machtig sein kann (die entgegengesetzte Annahme fiihrt namlich sofort 
auf einen Widerspruch). Insbesondere kann eine endliche Spezies nicht 
gleichzeitig unendlich sein. 

Sei U eine reduzierbar unendliche Spezies; U, die abtrennbare, mit 
A gleichmichtige Teilspezies; e,, ¢,,¢,,... die Elemente von U,; U, die 
zu U, in U konjugierte Zerlegungsspezies. Indem wir e, mit e,, e, mit 
e,, asw. und jedes Element von U, mit sich selbst korrespondieren lassen, 
erzeugen wir eine eineindeutige Beziehung zwischen U und einer echten 
Teilspezies von U. Mithin gilt der 


Satz: Jede reduzierbar unendliche Spezies U enthalt mit U gleich- 
michtige echte Teilspezies. 


§ 3. Das einfachste Beispiel einer unendlichen Menge bildet die Menge A 
selbst, deren Kardinalzahl wir mit a bezeichnen werden. Spezies, welche 
diese Kardinalzahl besitzen, heiBen abzdhlbar unendlich, so da folgende 
Aussage gilt: Jede unendliche Spezies enthalt eine abzahibar unendliche 
Teilspezies. 

Einfache Beispiele von abzaihlbar unendlichen Spezies lassen sich in 
mannigfacher Weise angeben. Die Menge der positiven und negativen 
ganzen Zahlen (d. h. genau genommen die Menge der diese Zahlen be- 
zeichnenden Zeichenkomplexe) erscheint als abzahlbar unendlich, wenn 
wir diese Zahlen nach steigenden absoluten Werten ordnen. Die Spezies 
der rationalen Zahlen 2 erscheint als abzahlbar unendliche Menge, wenn 
wir jede dieser Zahlen als Wurzel einer bestimmten Gleichung px + q = 0 
(in welcher p und g méglichst kleine ganze Zahlen sind und p positiv 
ist) betrachten und diese Gleichungen nach der Summe der absoluten 
Werte von p und g ordnen. 

Um zu beweisen, daB auch die Spezies der algebraischen Zahlen eine 
abzahlbar unendliche Menge ist, bemerken wir zunichst, daB jede algebraische 
Zahl # als Wurzel einer algebraischen Gleichung mit rationalen Koeffi- 
zienten und lauter einfachen Wurzeln betrachtet werden kann. Ist namlich 
® gegeben als Wurzel der algebraischen Gleichung mit rationalen Koeffi- 
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zienten z(z)=0, so ist sie auch Wurzel der lauter einfache Wurzeln 
besitzenden Gleichung mit rationalen Koeffizienten (r)=0, wo 
z(x)=n(x)C(x) ist und ¢(x) den gréBten gemeinsamen Teiler von z(z) 
und z’(z) vorstellt. 

Nun kann man von jeder algebraischen Funktion n-ten Grades mit 
ganzen rationalen Koeffizienten g(x) leicht fiir jede natiirliche Zahl » 
untersuchen, ob g(x) einen Faktor mit ganzen rationalen Koeffizienten 
y(z) vom Grade » enthalt. Daza wahle man »-+-1 verschiedene feste 
ganze rationale Zahlen r,,7r,,...,7, und fiir jedes r, einen beliebigen 
ganzzahligen Teiler 1, von g(r,) als hypothetischen Wert von y(r,). 
Durch diese y +1 Werte w(r,) ist die hypothetische Funktion w(z) be- 
stimmt, so daB man kontrollieren kann, ob sie in der Tat einen Teiler 
von g(x) darstellt. In dieser Weise kann man mit jeder der endlich- 
vielen fiir das System der 1, méglichen Wahlen verfahren. 

Mithin kann die obige Funktion (2) in Faktoren mit rationalen 
Koeffizienten ¢,(2),..., ¢,(2) zerlegt werden, welche irreduzibel sind, 
d.h. selber keine derartige Zerlegung mehr zulassen. Weil sich weiter 
fiir die Differenz zweier beliebiger Wurzeln von 4(x)=0 eine untere 
Grenze bestimmen laBt, so stellt, fiir ein einziges eindeutig bestimmtes v, 
# eine Wurzel der Gleichung ¢,(2)=0 dar. 

Gehért # als Wurzel zu noch einer anderen irreduziblen algebraischen 
Gleichung mit rationalen Koeffizienten 4(z)= 0, so kénnen 4 und ¢, sich 
nur um einen konstanten Faktor unterscheiden. Denn sonst kénnte man 
von A(x) und ¢,(z) einen gréBten gemeinsamen Teiler mit rationalen 
Koeffizienten berechnen, dessen Grad sowohl von 0 wie vom Grade von 
wenigstens einer der beiden Funktionen 4 und ¢, verschieden wire, so 
daB 4 und ¢, nicht beide irreduzibel waren. 

Jede algebraische Zahl gehért mithin als Wurzel zu einer eindeutig 
bestimmbaren irreduziblen algebraischen Gleichung mit médglichst kleinen 
ganzzahligen Koeffizienten, von denen der erste positiv ist. Wahlen wir 
als BestimmungsgréBen einer algebraischen Zah] den Grad und die Ko- 
effizienten dieser Gleichung, so kénnen wir die Spezies der algebraischen 
Zahlen nach steigenden Werten der Summe der absoluten Betriige der 
BestimmungsgréBen ordnen und ihr in dieser Weise den Charakter einer 
abzihibar unendlichen Menge verleihen. 

Die Spezies der Paare von Nummern ist eine abzdhibar unendliche 
Menge; wir brauchen, um dies einzusehen, diese Paare nur nach der 
Summe der zugehérigen ganzen Zahlen zu ordnen. Hieraus folgt, da8 eine 
Spezies, welche in eine abzaéhlbar unendliche Spezies von abzahlbar unend- 
lichen Spezies zerlegt ist, ebenfalls eine abzihlbar unendliche Spezies darstellt. 
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§ 4. Ein zweites Beispiel einer unendlichen Menge bildet die Menge C 
der unbeschrankt fortgesetzten Folgen von Nummern, deren Kardinalzahl 
wir mit ¢ bezeichnen werden. Obgleich die Menge C nicht reduzierbar 
unendlich ist, so besitzt sie dennoch, wie sich leicht zeigen laBt, analog wie 
die reduzierbar unendlichen Spezies, mit C gleichmichtige echte Teilspezies. 
Lassen wir der Folge von positiven ganzen Zahlen a, ,a,,a,,... die reelle Zahl 


pe eee 


9% 9+ G gute, +a, +... 





entsprechen, so erscheint C als Erzeugungsmittel der dual entwickelbaren °) 
reellen Zahlen >0 und <1. Ordnen wir jeder Folge a,,a,,a,,... die 
reelle Zahl 


1 1 
gtgt-.-t 





1 1 1 
ga-t 7 Qhtas si 9% +a,+4, +... 
zu, so erscheint C als Erzeugungsmittel der dual entwickelbaren reellen 
Zahlen > 0 und <1. Hieraus folgt unmittelbar, da8 C sich schlieBlich 
auch als Erzeugungsmittel aller dual entwickelbaren reellen (positiven und 
negativen) Zahlen, inklusive 0, deuten laBt. Lassen wir der Folge 
@,,@,,4,,... die reelle Zahl 

1 

1 

1 
"as... 





a+ 
a, 


entsprechen, so erscheint die Menge C als Erzeugungsmittel der positiv- 
irrationalen (d. h. von jeder beliebigen rationalen Zahl durch andere ratio- 
nale Zahlen getrennten) Zahlen > 0 und <1. 

Die Spezies C, der Gruppen von n unbeschrankt fortgesetzten Folgen 
von Nummern ist eine Menge derselben Kardinalzahl wie die Menge C. 
Um dies einzusehen, braucht man nur dem Elemente a,, a,, a, 4,,-.. 
von C das Element 


G@ Anya = Tanta 


Gy Agta = Magne 


a,, Gey, as, a 

von C,, zuzuordnen. In dieser Weise bestimmt man gleichzeitig eine ein- 
eindeutige Beziehung zwischen den dual entwickelbaren Punkten eines 
n-dimensionalen Kubus und den dual entwickelbaren Punkten eines geraden 


5) Die reelle Zahl a heiBt hier dual entwickelbar, wenn fir jeden endlichen 
Dualbruch ¢ die Beziechung a>e (d. h. a wird durch einen endlichen Dualbruch 
¢,>e von e getrennt) sich entweder beweisen oder ad absurdum fiihren 1aBt. 
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Liniensegmentes (aus welcher unmittelbar eine eineindeutige Beziehung 
zwischen den dual entwickelbaren Punkten des n-dimensionalen Cartesi- 
schen Raumes und den dual entwickelbaren Punkten der geraden Linie 
folgt). Diese Beziehung ist aber nicht stetig: wenn man z. B. (bei kon- 
stanten @,, ..., @, @45> 4,44) ---) @ 49 abwechselnd gleich 1 und 2 
wahlt und a,,, unbeschrankt wachsen la8t, so bekommt man auf dem 
Liniensegmente eine gegen einen einzigen Punkt konvergierende Folge von 
Punkten, im n-dimensionalen Kubus aber eine nicht gegen einen einzigen 
Punkt konvergierende Folge von Punkten. 


§ 5. Zwei Spezies M und N (und ebenso die betreffenden Kardinalzahlen 
m und n) heiBen dguivalent, wenn durch ein Gesetz G, jedem Element 
von M ein solches Element von N zugeordnet ist, daB gleichen und nur 
gleichen Elementen von M gleiche Elemente von N entsprechen, und durch 
ein Gesetz G, jedem Element von N ein solches Element von M, da8 gleichen 
und nur gleichen Elementen von N gleiche Elemente von M entsprechen, eine 
Eigenschaft, welche wir auch durch die Formel m =m ausdriicken. Wenn 
einerseits jedem Element von M ein solches Element von N zugeordnet 
ist, daB gleichen und nur gleichen Elementen von M gleiche Elemente 
von WN entsprechen, andererseits aber kein Gesetz existieren kann, das 
jedem Elemente von N ein solches Element von M zuordnet, daB gleichen 
und nur gleichen Elementen von N gleiche Elemente von M entsprechen, 
so schreiben wir m <n oder n>m und sagen, daB N (bzw. n) grdfer 
ist als M (bzw. m), und daB M (bzw. m) kleiner ist als N (bzw. n). 

Wenn wir nur wissen, da8 jedem Elemente von & ein solches Ele- 
ment von N zugeordnet ist, daB gleichen und nur gleichen Elementen 
von M gleiche Elemente von N entsprechen, so schreiben wir auch 
m<n oder n=>m, obgleich in diesem Falle nicht notwendig eine der 
Relationen m <n und m=n zu gelten braucht. 

Folgende Eigenschaften sind evident: 

1. Die Relationen m=n, m>n und m< n schlieBen einander aus. 

2. Ausm=n und n=p folgt m= p (denn aus m=>n und n>p 
folgt m2 p). 

3. Aus m>n und n=>p folgt m>p. Wenn man namlich jedem 
Elemente von M ein verschiedenes Element von P zuordnen kénnte, so 
kénnte man weiter auf Grund von n>p auch jedem Elemente von M 
ein verschiedenes Element von N zuordnen. 

4. Aus m>n und n>>p folgt m>p. Wenn man namlich jedem 
Elemente von M ein verschiedenes Element von P zuordnen kénnte, so 
kénnte man jedem Elemente von N ein verschiedenes Element von M, 
also auch ein verschiedenes Element von P zuordnen. 
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Um ein Beispiel aquivalenter Spezies herzustellen, bezeichnen wir 
mit K die Spezies der durch ein Gesetz definierten unbegrenzten Folgen von 
Nummern. Sodann bezeichnen wir auf dem Zahlenkontinuum ein Intervall 
mit den Endpunkten a.2~” und (a + 1)2~* bzw. mit den Endpunkten a. 2™ 
und (a + 2)2~” (wo a eine beliebige ganze rationale Zahl und n eine beliebige 
natiirliche Zahl vorstellt) als ein x-Intervall bzw. als ein A-Intervall. 
Alsdann kann eine beliebige, im geschlossenen Intervall (0,1) iiberall 
definierte stetige Funktion bestimmt werden durch ein Funktionsgesetz, 
d. h. ein Gesetz, welches jedem zum Intervall (0,1) gehérigen x-Inter- 
vall x, ein A-Intervall 4, zuordnet in solcher Weise, da8 aneinander 
grenzenden x, teilweise iibereinander greifende 4, und ineinander enthaltenen 
x, ebenfalls ineinander enthaltene 4, entsprechen, und da8 die Breite der 4, 
mit der Breite der entsprechenden x, gleichmaBig gegen Null konvergiert. 
Im besonderen Falle, daB die stetige Funktion dual geeicht ist, d.h. daB 
fiir die zu einem beliebigen geschlossenen x-Intervall x, gehérige Spezies 
von Funktionswerten gy, und fiir ein beliebiges 4-Intervall 4, bekannt ist, 
ob ¢, in einem im engeren Sinne in 4, enthaltenen Intervall enthalten ist 
oder nicht, kann iiberdies das entsprechende Funktionsgesetz leicht ein- 
deutig so gewahlt werden, da8 zu gleichen Funktionen immer gleiche Funk- 
tionsgesetze gehéren. Bezeichnen wir nun die Spezies der betreffenden 
Funktionsgesetze mit G@ und die Spezies der betreffenden dual geeichten 
Funktionen mit F, so haben wir zunachst auf Grund der Tatsache, da8 
sowohl die x-Intervalle wie die 4-Intervalle des Kinheitsintervalls eine 
abzahlbar unendliche Spezies bilden, die Formeln k >g una k>f. Indem 
wir andererseits jedem Elemente e von K, das in obiger Weise mittels eines 
unendlichen regelmaBigen Kettenbruchs eine positiv-irrationale Zahl z, 
erzeugt, die Funktion mit dem konstanten Wert z, bzw. ein diese Funk- 
tion bestimmendes Funktionsgesetz zuordnen, gelangen wir zu den Formein 
f=>k und g=>k. Mithin sind die Spezies K, G und F dquivalent. 

Die Menge C ist gréBer als die Menge A. Ein Gesetz, das jedem 
Elemente g von C ein Element A von A zuordnet, mu8 nimlich das 
Element A vollstandig bestimmt haben nach dem Bekanntwerden. eines 
gewissen Anfangssegmentes « der Nummernfolge g. Dann aber wird jedem 
Elemente von C, das @ als Anfangssegment besitzt, dasselbe Element h 
von A zugeordnet, so daB die Formel ac sich als kontradiktorisch 
erweist, wahrend man andererseits leicht ersieht, daB c >a ist. Hiermit 
ist die Behauptung bewiesen. Die gleiche Beweismethode ergibt, daB die 
Menge C auch gréBer ist als die Menge K. 


§ 6. Eine Spezies M (bzw. ihre Kardinalzahl m) heiBt einer Spezies N 
(bzw. ihrer Kardinalzahl n) tibergeordnet und wir schreiben mS, wenn 





254 L. E. J. Brouwer. 


jedem Elemente « einer gewissen Teilspezies M, von M je ein Element £ 
von N zugeordnet ist in solcher Weise, daB die Spezies N’ der # mit N 
halbidentisch ist. Im besonderen Falle, daB N’ mit N identisch ist, heibt 
die Spezies M (bzw. ihre Kardinalzahl m) der Spezies N (bzw. ihrer 
Kardinalzahl n) iberlagert und schreiben wir m >n.*) Im bésonderen 
Falle, daB M, mit M identisch ist, heiBt M (bzw. m) N (bzw. n) super- 
poniert und schreiben wir mn. Ist schlieBlich sowohl N’ mit N 
wie M, mit M identisch, so sagen wir, daB N (bzw. n) von M (bzw. m) 
iiberdeckt ist, und schreiben mS n. 

Wenn die Spezies M der Spezies N iibergeordnet ist, die Spezies N 
aber unméglich der Spezies M iibergeordnet werden kann, so heiBt M 
(bzw. m) von gréBerem Umfang als N (bzw. n) und schreiben wir m~>n. 

Wenn sowohl mn, wie n>™m, 80 heiBen M und N (bzw. m und n) 
von gleichem Umfang und schreiben wir m= n. 

Folgende Eigenschaften sind leicht zu beweisen: 

1. Die Relationen m=n, m>n und nm schlieBen einander aus. 

2. Aus mn und n= p folgt m>>p. Sei namlich N’ die Spezies 
der Elementen von M zugeordneten Elemente von N, und P’ bzw. P” die 
Spezies der Elementen von N bzw. N’ zugeordneten Elemente von P. 
Wenn nun ein von jedem Elemente von P’ verschiedenes Element von 
P’ existierte, so wire es einem Elemente von N zugeordnet, das eine fiir 
die Elemente von N’ unmégliche Eigenschaft besiBe, was der Kongruenz 
von N und N’ widerspricht. Es kann mithin kein von jedem Elemente 
von P” verschiedenes Element von P’ existieren, d.h. P” und P’ sind 
kongruent. Weil aber P und P’ ebenfalls kongruent sind, so sind schlieB- 
lich auch P und P” kongruent, also halbidentisch, w. z. b. w. 

3. Aus m=n und n= p folgt mp. 

4. Aus m>n und n= p folgt m= p. Wenn namlich p>m wire, 
so ware wegen n> p auch n>m, was mit m>n unvertraglich ist. 

5. Aus msn und n> p folgt m>p. Wenn namlich p>m wire, 
so ware wegen m>n auch p>n, was mit n> p unvertriaglich ist. 

Wenn die Spezies M der Spezies N iiberlagert ist, die Spezies N aber 
unméglich der Spezies M iiberlagert werden kann, so heiBt M (bzw. m) 
von gréBerer Weite als N (bzw. mn) und schreiben wir m > n. 

Wenn die Spezies M der Spezies N superponiert ist, die Spezies N 
aber unméglich der Spezies M superponiert- werden kann, so hei®t M 


*) Wenn m=n, so bilden diejenigen Elemente von M, welche Elementen von 
N zugeordnet sind, eine Teilspezies M, von M, deren jedem Elemente ein solches 
Element £ von N zugeordunet ist, daB die 2 eine mit N identische Spezies bilden. 
Mithin folgt aus m>n, daB M der Spezies N iiberlagert werden kann. 
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(bzw. m) von gréBerer Ausdehnung als N (bzw. n) und schreiben wir 
m~>n. Wenn N von M iiberdeckt ist, M aber unméglich von N iiber- 
deckt werden kann, so heiBt M (bzw. m) von gréferem Gewicht als-N 
(bzw. n) und schreiben wir m > n. 

Wenn wohl m>n, wie n>m, so heiben M und N von gleicher 
Weite und schreiben wir m==n. Wenn sowohl mn, wie n>m, 80 
hei8en M und N von gleicher Ausdehnung und schreiben wir m =n. 
Wenn sowohl mS n, wie n =m, so heiBen M und N von gleichem Ge- 
wicht und schreiben wir m = n. 

Folgende Eigenschaften leuchten unmittelbar ein: 

1. Die Relationen m=n, m>n, n> m, ebenso wie die Relationen 
m=n, m>n, n>m, und die Relationn mn, m>n, n>m 
schlieBen einander aus. 

2. Aus mSn und n>p folgtm>p. Aus mSn und ns p folgt 
m>p. Ausmen und np folgt mS p. 

3. Aus m=n und n=p folgt m= p. Aus m==n und n= p folgt 
mp. Aus mn und n= p folgt m= p. 

4. Ausm>n und n>p folgt m>p. Ausm>n und n& p folgt 
m>p. Aus m>n und n& p folgt m > p. 

5. Aus m>n und n>p folgtm>p. Aus men und n> p folgt 
m>p. Aus msn und n>p folgt m> p. 


§ 7. Eine der Formel m < a geniigende Spezies M heibt abzdhibar. Sie 
heiBt insbesondere zdhlbar, wenn sie sich auf eine abtrennbare Teilspezies 
von A eineindeutig abbilden laBt. Gilt die Formel m=a, so heibt M 
nachzahibar. Weiter nennen wir in den Fallen, die durch die Formeln 
m<a,m<a, m<a und m< a ausgedriickt werden, die Spezies M der 
Reihe nach auszdhlbar, tiberzdhlbar, durchzdhlbar und aufzdhlbar. 

Wahlen wir unter den Begriffen: ,,abzdhlbar“‘, ,,zahlbar“, ,,.nachzdhibar“, 
,auszahlbar“, ,,iiberzahibar“, ,,durchzdhibar“ und ,,aufzdhlbar“ einen be- 
liebigen aus und bezeichnen wir ihn mit dem Worte ,,z-zahlbar“, so folgt 
aus der oben erwahnten Eigenschaft, daB eine in eine abzihlbar unendliche 
Spezies von abzahlbar unendlichen Spezies zerlegte Spezies ebenfalls 
abzihlbar unendlich ist, unmittelbar, daB eine in eine x-zihlbare Spezies 
von x-zahlbaren Spezies zerlegte Spezies ebenfalls x-zahlbar ist. 

Zur naheren Erlauterung der zx-ziahlbarkeitsbegrifie bezeichnen wir 
mit d, die »-te Ziffer hinter dem Komma der Dezimalbruchentwicklung 
von 2, setzen m= k,, wennes sich in der fortschreitenden Dezimalbruch- 
entwicklung von a bei d,, zum n-ten Male ereignet, daB d,, d Mete 


m~m+1°* 


eine Sequenz 0123456789 bildet, und bezeichnen die Spezies der als Index 
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eines k, unmédglich auftreten kénnenden geraden natiirlichen Zahlen n mit 
S, und die Vereinigung von S, mit der Spezies der ungeraden natiirlichen 
Zahlen mit S,. Alsdann sind S, und S, beide abzihlbar, mithin auch 
auszahlbar und iiberzihlbar; weder S, noch S, sind zahibar; S, ist nach- 
zihlbar, S, aber nicht; weder 8, noch S, sind durchzihlbar oder auf- 
zahlbar’). 

Bezeichnen wir mit S, die Menge von ungehemmten Wahlfolgen, 
welche entsteht, wenn die Wahl von 3,4,... immer zur Hemmung des 
Prozesses fiihrt, wahrend nach einer Wahl von 1 immer sowohl 1 wie 2 
ohne Hemmung gewahlt werden kann, nach einer Wahl von 2 jedoch nur 2 
ohne Hemmung gewahlt werden kann, so ist S, nicht abzahibar, also auch 
weder zahlbar noch nachzihlbar, ebensowenig iiberz’hlbar oder aufzahlbar, 
wohl aber auszihlbar und durchzahlbar. 

Bezeichnen wir mit S, bzw. S, den Durchschnitt der Spezies, welche 
die unendliche Dezimaloruchentwicklung von 2 als einziges Element ent- 
halt, mit der Spezies derjenigen unendlichen Dezimalbruchentwickiungen, 
die unendlichviele Paare von gleichen aufeinanderfolgenden Ziffern auf- 
weisen, bzw. eine Sequenz 0123456789 enthalten, so sind S, und S, beide 
abzahlbar, mithin auch auszihlbar und iiberzihlbar; weder S, noch S, 
sind nachzahlbar; S, ist zihlbar, S, aber nicht; weder S, noch S, sind 
durchzahlbar oder aufzahlbar. 


Bezeichnen wir mit S, die Spezies derjenigen natiirlichen Zahlen m, fiir 
welche die n-te und die (nm + 1)-te Ziffer der unendlichen Dezimalbruch- 
entwicklung von 2 gleich sind, so ist 8, abzihlbar und zahlbar, aber nicht 


nachzéhlbar; wohl aber aufzahlbar, mithin auch auszahlbar, iiberzihlbar 
und durchzahlbar. 


Um ein geometrisches Beispiel einer zihlbaren Spezies zu geben, 
schicken wir folgende Definitionen voraus: 

Wir wahlen in der Euklidischen Ebene ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system und verstehen unter einem x-Quadrat ein Quadrat mit den Eck- 
punkten (a.2~*, b.2~"),(a.2-",b.2> +2°")(a.2-*+2°", 6.2"), (2.2 
+27", b.2-"+4 2°"), wo a eine beliebige ganze rationale Zahl und n 
eine beliebige natiirliche Zahl vorstellt. Unter einem Bereich verstehen 
wir eine solche Spezies der Kardinalzahl a von x-Quadraten (einschlieB- 
lich der Grenze), da8 sich zu jedem x-Quadrat x’ des Bereichs eine 
endliche Menge von ebenfalls zum Bereiche gehérigen x-Quadraten an- 
geben lat, welche x’ vollstandig einschlieBen. LaBt sich tiberdies von 


*) Wo hier und im folgenden vom Nichtbestehen eines z-zihlbarkeitspridikates 
fiir ein S, die Rede ist, ist dies so zu verstehen, daB der jetzige Stand der Wissen- 
schaft keinen Grund abgibt, das Pridikat dem betreffenden S, zuzusprechen. 
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jedem x-Quadrate angeben, entweder daB es von einem bestimmten An- 
fangssegmente des Bereichs iiberdeckt wird, oder daB es von keinem Anfangs- 
segmente des Bereichs iiberdeckt wird, so heiBt der Bereich ein Gebiet. 
LaBt sich fiir zwei willkiirliche x-Quadrate des Bereichs entscheiden, ob 
sie sich durch einen vom Bereiche iiberdeckten Streckenzug verbinden 
lassen, so heiBt der Bereich differenziert. Lassen zwei willkiirliche x-Quadrate 
des Bereichs sich durch einen vom Bereiche iiberdeckten Streckenzug ver- 
binden, so heiBt der Bereich einfach. 

Wir denken uns nun einen differenzierten Bereich £8, und lassen aus 
der entsprechenden Quadratspezies diejenigen x-Quadrate fort, welche sich 
mit einem vorangehenden (d. h. einer friiheren Nummer zugeordneten ) «-Qua- 
drate von # durch einen von f iiberdeckten Streckenzug verbinden lassen. 
Die iibrigbleibenden Quadrate bilden eine zahlbare Spezies x’,x”,x’”, ..., 
und jedes Quadrat x bildet zusammen mit denjenigen x-Quadraten 
von #, welche sich durch einen von f iiberdeckten Streckenzug mit «™ 
verbinden lassen, einen in f enthaltenen einfachen Bereich. Wir haben 
mithin den Satz, daB jeder differenzierte Bereich in eine zahlbare Spezies 
von einfachen Bereichen zerlegt ist. 


(Eingegangen am 20, 6. 1924.) 


Mathematische Annalen. 93. 





Uber eine Eigenschaft eines Teiltypus des Kontinuums. 
Von 


Paul Mahlo in Recklinghausen. 


Betrachtet man eine Menge von Teilmengen des Kontinuums C von 
dessen Typus, die derart einfach geordnet ist, daB jede Teilmenge alle 
ihr vorangehenden als echte Teilmengen enthilt, so la8t sich unschwer 
nachweisen, da8 ihr Ordnungstypus stets ein Teiltypus des Kontinuums 
ist; er enthalt also an Teiltypen von reguliren Anfangszahlen oder deren 
Inversen héchstens w und *w. Im folgenden zeigen wir, daB derartige 
Anordnungen von Teilmengen von C mit gleichem Typus auch die Teil- 
typen w, und *m, enthalten kénnen. Wir kniipfen dabei zunichst an 
eine finale Ordnung der w-Folgen an, welche zu Kettenbriichen positiver 
Irrationalzahlen x > 1 gehéren. 

Jede Irrationalzahl x > 1 besitzt eine und nur eine Kettenbruchdar- 
stellung in positiven ganzen Zahlen a, > 0: 


e=a+1/a,+...+1/a,+...={a,} =A. 


Jeder Kettenbruch ist dabei durch eine w-Folge 4 = {a,} gekennzeichnet. 
Die Gesamtheit dieser A ordnen wir nun teilweise*) durch die Vorschrift §,, : 
Sind A= {a,} und A’={a,} zwei w-Folgen, so sei 1. A= A’, wenn 
schlieBlich (d. h. von einem bestimmten n ab) stets a,—a, ist; 
2. A> A’, wenn schlieBlich stets a, >a, ist, aber an a Stellen das 
Zeichen > gilt; 3. A< A’, wenn A’>A ist; 4. Ajj A’, wenn keiner 
der Falle 1, 2, 3 eintritt. — Man erkennt nun leicht: 

«) Aus A= A’, A’= A” folgt stets AA” , weil schlieBlich a, =a), =a,’ 
ist; da jedes a, die Werte 1,2,...<q durchlauft, sind stets a und 


_ *) Diese teilweise Ordnung der A laB8t sich als eine finale Ordnung derjenigen 
von Herrn Hausdorff (Grundziige der Mengenlehre, S. 191) zur Seite stellen; bei 
letzterer ist A> A’, wenn schlieBlich a, >a, ist; statt dieser strengen Vorschrift §, 
wird hier die milde Vorschrift %,, mit a, >a, gesetzt. 
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nur a Kettenbriiche einem gegebenen A gleich; die Menge der Zahlen 
mit diesen Kettenbriichen ist in der Strecke S, der Zahlen x>1 iiberak 
dicht, weil die nm ersten ,,Nenner“ gleicher A, A’ bei beliebigem, aber 
festem n ganz beliebig sein diirfen. 


B) Aus A> A’, A'>A” folgt A> A” (transitives Gesetz); denn 
wenn fiir jedes n>n, stets a, >a; und fiir jedes n>n, stets a, > ay ist, 
so folgt fiir jedes n >n,-+n, stets a,>a,; zugleich ist dabei fiir die 
a Stellen n > n,-+n,, an denen bereits a, > a; ist, auch a, > a,, woraus 
die Behauptung folgt. Entsprechend folgt aus A< A’, A’< A” stets 
A<A”. 


Wir bezeichnen nun die Menge aller Kettenbriiche von Zahlen x > 1 
mit K, die aller Kettenbriiche A > {1* mit K’. 


y) In K" gibt es zu jedem A nach §%,, einen gréperen und einen 
kleineren Kettenbruch; denn mit A={a,} gehért stets A’ = {a,+ 1} 
zu K’, und stets ist A’>A; da A>{l} ist, gibt es a Stellen 
n= My, M,,..-,™;,... (m,<m,,,) mit a, >1; hat A” an den Stellen 
n=m,, stets a4f—1, im iibrigen aber ay—a,, so gehdrt A” zu K’ 
und ist ersichtlich A” < A. 

_ 6) In K’ gibt es nach §,, zu jeder w-Rethe (stdndig wachsender) 
Kettenbriiche einen groBeren und zu jeder *w-Reihe (sténdig abnehmen- 
der) Kettenbriiche einen kleineren Kettenbruch. Sei {A,} mit A, = {a,, ,.} 
eine derartige w-Reihe, also m< qm und A,,<A,,,; sei a, die gréBte 
der Zahlen ay ,, 4,4) -++> @q,,; dann ist A= {a,} > jedes A,,; denn 
fiir jedes n>m ist a,>m,,, also A’ > A,,; weil aber auch A’> A,,;, 
aber A, ,, > A,, ist, muB A’> A, sein. 

Das Entsprechende folgt fiir eine *w-Reihe {A,}, wobei m<w, 
A,,>A,,., ist; indem man ndtigenfalls die w-Folgen A,, A,,... an 
endlich vielen Stellen abandert, kann man erreichen, daB Ay 24, 2h “* 
ist fiir jedes n. Ist dann p,g,r,... eine Folge wachsender Zahlen at 
op > F1,p> Fg > Fa,9> %,- > M,-> +++ und ist BT Gg os «on Ay » 
Gy p+as ++ +s By, gr Ge etar ++» Gann s+), 00 ist A” >{1} und A" <A, 
also A” < A, ,,<A,, fiir jedes m, w. z. b. w. 

e) Es gibt in K’ bei %,, w,-Reihen (bestdndig wachsender) und 
*w,-Reihen (besténdig abnehmender) Kettenbriiche; denn nach y) gibt es 
zu jedem Kettenbruch einen gréBeren und nach 6) zu jeder wohlgeordneten 
mit w konfinalen Reihe von Kettenbriichen einen gréBeren Kettenbruch, 
also auch w,-Reihen von (bestandig wachsenden) Kettenbriichen; ent- 
sprechend schlieBt man aus y) und 6) auf die Existenz von *w,-Reihen 
von Kettenbriichen. 

Nach diesen Hilfsbetrachtungen beschaftigen wir uns nun mit einem 

17* 
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Teiltypus des Kontinuums C. Wir bezeichnen mit M einen nirgends 
dichten perfekten Teil von C, setzen diese M aber stets als beschrinkt 
voraus; alle M haben daher denselben Typus, und jedes M hat ¢ zwei- 
seitige und a einseitige Limites. Es gibt nirgends dichte perfekte Teil- 
mengen M’ aus C, welche M als nirgends dichten Teil enthalten, wobei 
jeder einseitige Limes von M ein zweiseitiger Limes von M’ ist. Man 
kann leicht a perfekte Mengen M,, M,,..., M,,... (n < @) konstruieren, 
so daB jedes M, nur zweiseitige Limites von M,,, enthilt. Den Typus 
der Elementemenge aller M, nennen wir 2; er ist von der besonderen 
Wahl der M, unabhiangig. 

Es sei namlich N,, N,, ..., N,,.-. (n<) eine Menge nirgends 
dichter perfekter Teile von C, so daB jedes N, nur aus zweiseitigen Li- 
mites von N,,, besteht; dann kann man sukzessive fir n—0,1,... 
jedes M, adhnlich auf N, abbilden, so daB dabei fiir jedes m <n dem 
M,, die Menge N,, entspricht. Die Abbildung von M, auf N, ist unschwer 
ausfiihrbar. Ist die Abbildung &, von M, auf N, bereits bekannt, so lilt 
sich auch &,, folgendermaBen definieren. 

Wir suchen ein beliebiges gréBtes Intervall J von C auf, von dem 
kein inneres Element zu M, gehért; jeder Endpunkt von J gehért zu M,. 
Dem J entspricht nach YW, ein gréBtes Intervall K von C, von dem kein 
inneres Element zu N, gehért. J und K enthalten je einen perfekten 
Teil von M,,, bzw. N,,,, die nun nach &,, ahnlich aufeinander ab- 
zubilden sind, was wir als irgendwie ausgefiihrt voraussetzen diirfen und 
wollen. Da man zwei beliebige nirgends dichte perfekte Mengen aus C 
stets eindeutig ahnlich aufeinander abbilden kann, existiert YU, fiir jedes 
n <q und sind mithin auch die Elementemengen der M, und N, ahnlich; 
also gilt der 

Satz 1. Der Typus x ist von der Wahl seiner definierenden Mengen M,, 
unabhangig. 

Eine andere Herstellungsart von Mengen vom Typus a lehrt der 

Satz 2. Ist die Elementemenge von a nirgends dichten perfekten 
Teilmengen einer unbegrenzten Strecke S des Kontinuums in 8 iiberall 
dicht, so hat sie den Typus a. 

Beweis. Seien L,, L,,...,L,,-..(m <q) die a nirgends dichten per- 
fekten Teilmengen von S. Wir stellen aus ihnen die Mengen M,, M,,..., M,, 

..,(n < @) wie fiir Satz 1 her, so daB M, nur zweiseitige Limites von 
M,,,, enthalt; wir verlangen ferner, daB M,=— LL, ist und stets L, ein 
Teil von M, ist. Da M, stets ein Teil von M,,, ist, ferner jedes L,, 
mit m <n enthalt und sich nur aus Teilen der L, aufbaut, miissen die 
Elementemengen L und M der L, bzw. M, iibereinstimmen. Ist M, be- 
kannt, so ist nur noch zu zeigen, wie sich M,,, aus M, herleitet. 
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Jedes gréBte von Elementen aus M, im Innern freie Intervail J von 
S hat mindestens einen Endpunkt, der a bzw. b heiBe, je nachdem er J 
links bzw. rechts begrenzt. An ein vorhandenes a bzw. 6 kniipfen wir 


die Zahlen c =a+5 bzw. b — : mit positivem ganzen p an, soweit 


diese in J liegen und die a +- = kleiner, die b — = groBer als ec (wenn 
vorhanden!) ist. Setzen wir nun in jedes Intervall J’ benachbarter Zahlen 
c fir M,,, eine nirgends dichte perfekte Teilmenge P aus L, und ver- 
fahren so fiir jedes J, so ist das Element a bzw. b von M, auch in ] 
ein Limes von M,,,,; also enthalt M, nur zweiseitige Limites von M,,,. 
Die Menge P sei stets die gréBte perfekte Teilmenge (in J’) des L, vom 
kleinsten g und mit c Elementen in J’. Da nun M, fiir jedes n als 
nirgends dichte perfekte Menge in S existiert, gilt wegen Satz 1 auch 
Satz 2. 

Mengen vom Typus 2 wie in Satz 2 kénnen wir nun in Anlehnung 
an die Kettenbruchdarstellung A = {a,} der Zahlen x > 1 angeben, wobei 
iibrigens a Zahlen a, > 1 seien. Zunachst sei Y= RA bei festem A die 
Menge aller Zahlen y mit Kettenbriichen B= {b,}, fiir welche stets 
b, <a, ist, ohne daB es a Stellen b, > 1 geben muB; Y ist eine nirgends 
dichte perfekte Menge aus C. 

Denn Y ist nirgends dicht; wire es in einem Intervall von C iiberall 
dicht, so miiBte es ein erstes n geben, fiir welches b, alle Werte <  an- 
nimmt, wahrend doch 6, <a, sein muB. 

Ferner ist Y perfekt, d.h. in sich dicht und abgeschlossen. Y ist in 
sich dicht, d. h. jedes seiner Elemente y = {b,} ist zugleich Grenzelement 
von Y. Denn da es a Werte a,>1 gibt, kommen bei beliebigem 
y = {b,} aus Y unter den Zahlen 


Zz, = b, + 1/6, +... + 1/b,, + 1/a,4,+---+1lla,.,+.--- 
a verschiedene vor, wenn an a Stellen a, +6, gilt; sonst ist nach §,, 
A=B und an a Stellen 6,+1; daher gibt es sicher a verschiedene 
Zahlen 
tu = 6, + 1/6, +...4+ 1/6, +1/1+...+1/1+...; 

da die z,, bzw. z,, nach der Lehre von den Kettenbriichen beliebig nahe 
dem gegebenen y liegen, ist y der Limes der z,, bzw. z;,; da y ein be- 
liebiges Element von Y sein soll, ist Y in sich dicht. 

Endlich ist Y auch abgeschlossen; sei nimlich z = {c,} ein beliebiger 


Limes von Y; also gibt es eine Menge von a verschiedenen Zahlen y,, 
aus Y: 


You = Ogg [Buys eee + 1b, eo 8s m=0,1,...>o, 


deren einziger Limes z ist. 
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Rational kann z nicht sein; denn jede ganze Zahl (a,-+-1) ist Limes 
sowohl von a Zahlen a, + 1+ 1/a, als auch von Zahlen a, + 1/1 + 1/a,, 
je mit beliebig groBen a, bzw. a,; allgemein gibt es zu jeder rationalen 
Zahl z= ({c,} zwei nur um | verschiedene Zahlen p; fiir jedes dieser p 
ist z Limes von a Zahlen u,,—({d,,,} mit beliebig groBen d,, ,; wenn 
nur z tiberhaupt einziger Limes einer solchen Menge ist, so gibt es wenig- 
stens fiir eins dieser beiden p beliebig groBe d,, ,; da jedes b,,,<a,, , 
ist fiir alle n, kann z nicht rational sein. 

Also sei z irrational; da z der einzige Limes von {y,,} ist, kommt 
nur ein b, = b,,, bei a verschiedenen y,, vor; es ist auch c, = ,, weil 
z nicht als rationaler Grenzpunkt auBerhalb der Strecke der Zahlen mit dem 
ersten ,,Nenner“ 6, liegen kann. Ist ferner nur ein Abschnitt (b,, b,, ...,5,) 
der Kettenbruchentwicklung a verschiedenen y,, und z gemeinsam, so tritt 
entsprechend auch nur ein Wert b,,,=5,,,, bei a von ihnen auf, 
und ebenso ist c,,,=6,,,. Da dies fiir jedes n gilt, ist stets c,<a,; 
dann ist aber der beliebige Limes z von Y ein Element von Y, also Y 
auch abgeschlossen. Mithin gilt der 


Satz 3. Hat der beliebige Kettenbruch A={a,} a Werte a,>1, 
so ist die Menge Y=§A aller Zahlen y mit Kettenbriichen B = {b,}, 
falls fiir jedes n stets b, <a, ist, eine nirgends dichte perfekte Menge 
aus C. 

Nun gibt es nach «) zu jedem Kettenbruche A a ihm nach §, gleiche 
Kettenbriiche A’; die Menge X’ der zugehérigen Zahlen 2’ ist in der 
Strecke S, der z > 1 iiberall dicht; jedes A’ > {1} bestimmt nach Satz 3 
eine nirgends dichte perfekte Menge & A’; wie X’ ist die Elementenmenge 
§& A dieser § A’ in S, iiberall dicht; nach Satz 2 hat @&A daher den 
Typus z. Also besteht der 


Satz 4. Durchléuft A’ alle w-Folgen von Kettenbriichen, die nach 
%, einem A> {1} gleich sind, so ist die Elementemenge 8 A aller 8 A’ 
in der Strecke S, der x >1 tiberall dicht und hat den Typus x. 

Sind nun A,B Kettenbriiche > {1}, und ist nach §,, A< B; sei 
ferner A’= A sowie B’ = B; stets ist nach §,, A’< B’. Zu jeder w-Folge 
C aus A gibt es daher ein A’, so daB stets c, <a, ist; entsprechend 
gibt es zu jedem D aus & B ein B’, so daB stets d, < by ist. Doch gibt 
es wegen A < B auch zu jedem C aus 8 A ein B’, so daB stets c, < by ist; 
daher ist RA ein Teil von RB; doch ist RB kein Teil von RA, weil 
B> A, also B kein Element von RA ist; daher ist R A ein echter Teil 
von & B. Beide Mengen, RA und &B, haben nach Satz 4 aber den 
Typus x. ; : 

DaB bei A < B, doch A> {1}, stets @ A ein echter Teil von RB 
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ist, laBt sich nun (vgl. ¢) auf w,-Reihen {A,} von mit » bestandig 
wachsendem A, > {1} sowie auf *w,-Reihen {B,} von bei wachsendem » 
bestiindig abnehmendem B, anwenden; denn bei yu < » ist stets § A, ein 
echter Teil von  A,, sowie RB, ein echter Teil von &B,, und diese 
Mengen haben saimtlich den Typus x. Daher gilt der 

Satz 5. In der Menge K’ der Kettenbriiche A> {1} nach %,, gibt 
es w,-Reihen {A,} von bei wachsendem » bestindig wachsenden A, sowie 
*w,-Reihen von bei wachsendem v bestindig abnehmenden B,; die zu- 
gehorigen Teilmengen R A, und & B, des Kontinuums haben sdmtlich den 
Typus x, und bei u<-vy ist stets RA, ein echter Teil von R A,, sowie 
RB, ein echter Teil von & B,,. 

Man erkennt unschwer, daB man in Satz 5 an die Stelle der Typen 
wm, und *w, der Reihen {A,} und {B,} auch den Hausdorffschen Typus », 
setzen darf. Da jeder Kettenbruch zu einem Teil des Kontinuums vom 
Typus 2 in Beziehung steht, erhalt man bereits einen gewissen Einblick 
in die Menge der Teile von C vom Typus 2, wenn diese Teile danach 
geordnet werden, wie sie sich gegenseitig enthalten. 


(Eingegangen am 4. 6. 1924.) 











Détermination rigoureuse des ondes permanentes 
d’'ampleur finie. 


Von 


T. Levi-Civita in Rom. 


La premiére partie du présent mémoire (n®1—11) ne fait que re- 
prendre des considérations tout a fait classiques en les combinant avec 
quelques remarques personnelles, déja parues ailleurs en partie, sur la 
théorie des ondes dans les liquides*). J’y développe tous les détails de 
concept et de calcul qui permettent de caractériser nettement les ondes 
périodiques irrotationnelles permanentes, c’est-a-dire pouvant se propager 
sans altération de forme 4 la surface d’un liquide de profondeur infinie. 

On parvient de la sorte 4 constater que la recherche revient a la 
question analytique suivante: 

Assigner toutes les fonctions 


wo(¢)=8-+ it (d partie réelle) 
de la variable complexe ¢ = oe*’ holomorphes 4 l’intérieur de la circon- 
férence |¢|= o@=1 qu’on appellera ©, s’annulant a l’origine (¢ = 0) et 
vérifiant sur ©, c’est-d-dire pour ¢ = e!’, |’équation: 
(I) o = pe-s sind, 


ot p désigne un paramétre positif a priori indéterminé. 
Toute m(¢) non identiquement nulle donne lieu a un type effectif 
d’ondes permanentes, sous la réserve que, pour |¢| <1, subsiste l’inégalité 


jee —1]/<1 


qui se trouve d’ailleurs automatiquement vérifiée pour || assez petit. 


) Voyez par ex. Rendiconti della R. Acc. dei Lincei, Ser. V, 16 (2 semestre 1907), 
pp. 776—790; 21 (1 semestre 1912), pp. 3—14; ou bien le volume Questions de mecanica 
classica i relativista, Il. Conférence (Barcelona: Institut d’estudis catalans, 1922), dont 
une édition italienne vient de paraitre chez Zanichelli (Bologna, 1924) et une édition 
allemande se trouve maintenant sous presse chez Julius Springer (Berlin). 
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La constante p est liée aux éléments essentiels du phénoméne (A lon- 
gueur de l’onde, ¢ vitesse de propagation, g accélération de la gravité) 
par la formule 
(II ) p= 3, ° 

On peut se borner aux valeurs p <1, puisqu’on reconnait sans peine 
(n° 12) que de toute solution de (I) correspondant 4 une telle valeur 
de p on peut en obtenir d’autres en nombre infini en groupant n ondes 
simples de la premiére solution, oi n est un entier arbitraire, et regardant 
cet assemblage comme une onde unique de longueur 4, = nd: pour celle-ci 
le paramétre a la valeur p, = np. 


Dans un mémoire des Math. Annalen 85 (1921) j’avais déja étudié 
Péquation (1) et méme une équation plus générale 
= —pe-**sin®=yz(0) (x(0) fonction connue sur €) 
en démontrant, a l’égard de (I), que, pour p<1, elle n’admet pas de 
solutions w(¢) (non identiquement nulles) qui restent (sur ©), en module, 
au-dessous d’une certaine limite numérique L(p), pouvant dépendre de p 
et convergeant & zéro pour p-—+1. La conclusion n’est pourtant pas ap- 
plicable & p=1. D’aprés cela j’avais cru pouvoir affirmer que p doit 
étre (pour toute espéce d’ondes permanentes, si tant est qu’il en existe) 
exactement = 1, ce qui reviendrait 4 

A 
c? = x. 

C’est la célébre relation établie il y a bien longtemps par Airy pour 
sa solution de premiére approximation ot peut étre traitée comme in- 
finiment petite. 

Ma conclusion était hative, comme M. Wey! eut alors l’obligeance de 
me faire remarquer: on ne peut pas exclure d’avance, m’écrivit M. Weyl, 
que des solutions w(¢) de (I), qualifiées pour donner lieu aux ondes per- 
manentes, aient un module dépassant parfois L(p). I] faut par conséquent 
chercher les ondes parmi les solutions de (I), non seulement pour p = 1, 
mais aussi pour tout -p < 1. 

Si l’on suppose p= 1, on ne trouve rien. Je me borne 4 |’affirmer, 
mais je l’ai constaté matériellement par le calcul numérique annoncé 
4 la fin du mémoire cité conjointement avec l’intention de l’exécuter au 
plus tot. 

Pour les solutions de la seconde catégorie (p< 1) on tire de (II) 


s+ 4 
C > oz 
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ce qui s’accorde avec le résultat obtenu par Stokes et Rayleigh 4 l'aide 
dune méthode d’approximations successives, exigeant pas mal d’hypothéses 
sur l’ordre de grandeur des coefficients qu’il s’agit de déterminer. Quoi 
qu'il en soit sur la légitimité de la méthode, dés qu’on dépasse la premiére 
approximation (celle d’Airy), on avait trouvé constamment que le rapport 


entre c* et ge croit avec la hauteur de l’onde. Cette circonstance aurajt 


pu, 4 vrai dire, orienter 4 coup sir ma recherche vers le cas ot p< 1. 
Mais il ne faut pas oublier que la méthode suivie par Stokes et, aprés 
lui, sans différences substantielles de principe, par Rayleigh, soulevait bien 
de doutes, non seulement parce que la convergence n’était nullement 
démontrée, mais bien plus parce qu’elle n’en donnait pas la sensation. 
Lord Rayleigh lui-méme avait été d’abord sceptique sur l’existence réelle 
de trains d’ondes permanentes, et changea son impression a la suite du 
succés obtenu par M. M. Korteweg, De Vries et McCowan, en traitant le 
probléme d’une maniére approximative tout a fait différente (ignoration 
des coordonnées) qui emploie une évaluation simplifiée préalable de cef- 
tains éléments d’ensemble pour leur appliquer les lois générales de la 
dynamique. 

Dans un de ses derniers mémoires*) Rayleigh a repris et poursuivi 
ses calculs en poussant |’approximation jusqu’au 6"™° ordre. Il a méme 
montré sur un exemple numérique que l’erreur relative y atteignait tout 
au plus 2,5-10~*, exprimant la conviction que des ondes de hauteur 
modérée doivent exister rigoureusement; mais il souhaitait en mémé temps 
une démonstration mathématique de cette existence pour trancher la 
question d’une maniére définitive. 

C’est cette démonstration que nous allons fournir ici en perfectionnant 
au surplus d’une manieére essentielle l’algorithme constructif de la solution. 

Aprés avoir fixé la relation entre la hauteur de |’onde et la vitesse a la 
eréte (n° 12) et indiqué les propriétés des ondes bifrontes, c’est-a-dire 
symétriques par rapport a la verticale de la créte (n° 13), on part de la 
remarque (n° 14) qu’en traitant #, tr, p — 1 comme des petites quantités 
du premier ordre, la condition 4 la frontiére (I) se réduit & 

dt 
qe = ?- 

En tenant compte des autres conditions rappelées plut haut et suppo- 

sant que l’axe réel du plan ¢ soit orienté d’une maniére convenable, on 


*) On periodical irrotational waves at the surface of deep water, Phil. Mag. 
(6) 32 (1917), pp. 381 —889. 
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en tire aisément, comme premiére approximation de w(¢) (revenant 4 la 
solution d’Airy) 
—ine (~ constante réelle). 


Pour aller plus loin on suppose la fonction inconnue w(¢) et la con- 
stante (également inconnue) 1 — p développables suivant les puissances 
entiéres de pu: 


o(t)—Sa,(c)e", 1-p= Sku. 


On constate d’ailleurs que, pour n impair, les k, sont nuls de sorte 
qu’on a le développement 


1—p = 2 han we 


On reconnait ensuite (n* 15—16) que les coefficients de ces développe- 
ments restent univoquement déterminés de proche en proche par une 
marche réguliére de calcul, chaque w,(¢) résultant notamment un poly- 
nome de dégré n purement imaginaire sur l’axe réel. Ceci exprime la 
propriété géométrique (et cinématique) qu’il s’agit en tout cas d’ondes 
symétriques. Les polynomes w,(¢) renferment seulement des puissances 
de { de méme parité que n, ce qui équivaut aux relations 


w,(—¢)=(—1)"@, (2). 


Aprés un lemme sur une certaine opération fonctionnelle (n° 17) et 
Pétude d’un type particulier de fonctions majorantes (n° 18), j’applique 
les principes de la méthode des limites aux séries définissant w(¢) et 
1—p (n° 19) et je parviens finalement 4 établir (n° 20) la convergence 
des séries pour || assez petit. 

C’est comme dire qu’i toute valeur de p assez peu inférieure 4 1 
(et par l&4 méme & tout multiple entier d’une telle valeur p) il correspond un 
profil d’onde symétrique (et un seul): la hauteur de ce profil, ou plus 
précisément le rapport “, d’aprés la formule dont il a été question au 
n° 12, dépend exclusivement de 1 — p, et en est une fonction croissante. 

Voici prouvée en toute rigueur |’existence, et confirmés les résultats 
approximatifs de Stokes et Rayleigh, d’ot ressortirent des recherches fort 
intéressantes, mais encore plus hardies se rapportant au profil critique de 
hauteur maximum ‘*), 

Dans un appendice j’ai développé le calcul numérique des polynomes 
w,,(¢) et des constantes k,_, (n= 2,3,...) jusqu’a n= 5. 


*) Voir notamment T. H. Havelock, Periodic irrotational waves of finite height, 
Proc. of the Royal Society, A, 95 (1918), pp. 88—51. 
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Les résultats principaux de cette recherche ont été communiqués au 
Congrés International de Mécanique technique, qui eut lieu & Delft du 22 
au 26 Avril 1924. 

Je tiens & ajouter que M. Nekrassow était déjé parvenu pour son 
compte 4 des conclusions analogues, en ayant recours 4 la theorie des 
équations intégrales: il a méme analysé davantage les limites du théoréme 
d’existence, tout en s’étendant moins sur l’illustration des formules. 

Le savant professeur de Moscou a eu la grande amabilité de me 
transmettre peu avant le Congrés une rédaction frangaise de ses travaux 
en langue russe (qui ont commencé a paraitre dés 1921). Ceci m’a per- 
mis de les signaler moi-méme au Congrés. 


1. Prémisses générales. 


Considérons un liquide pesant dans un bassin de profondeur infinie, 
et supposons qu’il soit animé d’un mouvement paralléle 4 un plan vertical 
fixe: c’est ce qui arrive dans un canal trés profond 4 parois verticales, 
lorsque le mouvement a 
lieu dans des plans paral- 
léles aux parois sans diffé- 
rence d’un plan 4 l'autre. 
Il suffit alors d’en envi- 
sager un et on est réduit 
ai un probléme a deux di- 
mensions. 

Nous plagant désor- 
mais dans un de ces plans 
verticaux, introduisons|’hy- 
pothése que le liquide soit 
limité supérieurement par 
une ligne 1 se déplacant 
sans altération de forme, 

Fig. 1. avec une vitesse horizon- 
tale c. 

Quant a la forme de /, on peut pour le moment se borner a ad- 
mettre que ce soit une ligne plus ou moins sinueuse, ne s’écartant pas 
trop d’une droite horizontale. 


Plan Z= x+y 





Le mouvement des particules se passe dans la région indéfinie L 
située au-dessous de la ligne J: & cause de la translation de celle-ci, le 
champ L varie (en général) d’un instant 4 l’auire par rapport 4 un ob- 
servateur fixe. 
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Il convient donc de se rapporter 4 un systéme d’axes Cay in- 
variablement liés ad 1, et animés par conséquent de translation uniforme. 
Nous prendrons C sur 1, Cy vertical vers le bas et Cz horizontal dirigé 
en sens contraire 4 celui de la vitesse c de J: les composantes de cette 
vitesse seront donc 0, —c. 


Pour un observateur lié & 1, les objets immobiles (par rapport au 
bassin) semblent s’éloigner dans le sens de Cz avec une vitesse c. 


La propriété qualitative fondamentale qui caractérise wn mouvement 
ondulatoire ayant | pour profil donde c’est que la vitesse absolue des 
particules liquides est petite par rapport 4 c. C’est-a-dire que leur 
vitesse relative 4 1, savoir & nos axes Cry, doit étre peu différente de c, 
en grandeur et direction. Si l’on désigne par uw, v les composantes de 
cette vitesse relative, on devra retenir, dans tout le champ L, u —c et v 
petits vis-i-vis de c. 


Introduisons le nombre complexe 
(1.1) w=u—itv 


dont le conjugué #—u-+dv représente vectoriellement (dans le plan 
complexe «-+éy) la vitesse relative. La vitesse absolue est alors repré- 
sentée par le conjugué de w — c, et la circonstance cinématique, qui distingue 
une propagation par ondes d’un mouvement ordinaire intéressant toute la 
masse, se traduit par une inégalité de la forme 

(1.2) 2—*i<e<1, 


ec | 





ou l’on entend par f une constante: théoriquement elle est soumise uni- 
quement & la condition indiquée d’étre une fraction propre; dans les cas 
ordinaires 6 ne dépasse pas trop 1/10. 

Une autre circonstance appartenant sans contredit aux mouvements 
ondulatoires c’est que méme les petites oscillations des particules ne sont 
perceptibles que dans le voisinage de la ligne libre 1: elles tendent rapide- 
ment 4 s’amortir vers le bas, de sorte que la vitesse absolue #—c, et 


avec elle aussi w—c converge & zéro lorsque y croit indéfiniment. On 
a done 


(1.3) lim w= c. 
yoo 
2. Conditions cinématiques. 


Lirrotationalité du mouvement et Pincompressibilité du liquide se 
traduisent par l’existence de deux fonctions harmoniques conjuguées p 
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(potentiel des vitesses) et y (fonction de courant) définies (4 une con- 
stante prés) par les différentielles (exactes) 


oe udz + vdy, 


(3 2) dy = — vdzx+udy. 


Puisque le champ du mouvement L est simplement connexe, ces deux 
fonctions g et y y résultent uniformes. Pour fixer les constantes addi- 
tives, on supposera par exemple 


(2.2) p=y=0 au point C. 


Le profil de l’onde doit naturellement étre formé 4 tout instant par 
les mémes molécules. Ceci exige, puisque le profil est permanent, qu’il 
soit ligne de flux, c’est-a-dire qu’on ait — vdx+udy=0 ou dy=0 
sur 1, donc, d’aprés (2.2), 


(2.3) y =0 sur l. 


8. Premiére caractéristique de masse. Allure asymptotique de w. Con- 
statation que le mouvement rapporté a l’onde est nécessairement 
permanent. 


On précise la prémisse que les oscillations réelles des particules sont 
petites par rapport 4 ¢ en exigeant d’abord: 

a) que, malgré l’apparence de translation, le débit effectif de la masse 
liquide & travers une section verticale fixe reste fini (& tout instant). 
Pour déduire de cette hypothése les conséquences qui nous intéressent, 
envisageons une verticale fixe quelconque. Elle parait se déplacer par 
rapport 4 nos axes Czy avec une vitesse horizontale ¢ (dirigée comme C x) 
et a pour équation 


(3.1) r=2%,+ ct, 


x, désignant son abscisse initiale. 

En tenant compte de ce que x doit étre remplacé par (3.1) dans x 
et v, on aura toujours dans ces fonctions les composantes de la vitesse 
relative du liquide qui traverse la verticale envisagée, et dans u —c,v 
celles de la vitesse absolue. 

Si l'on suppose pour simplifier que la densité du liquide soit = 1, 
le débit absolu 4 travers un élément de notre verticale fixe sera 4 un 
instant queleonque 

(u —c)dy. 


Intégrons le long de la verticale (3.1) (dx = 0) depuis la ligne libre 
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dont on représentera l’ordonnée par y, jusqu’é une profondeur y quelconque. 
Le débit & travers le segment sera 


J (u—e)dy, 


¥; 
ou, ayant égard 4 la définition (2.1) de dw (pour dx =() et a (2.3), 
. y—cy+cy,. 

Comme y, reste finie (méme toujours petite) la condition a) équivaut 
au fait analytique suivant: la fonction y — cy reste finie (quel que soit ¢) 
dans tout le champ L, méme si Ton fait croitre y indéfiniment. 

D’aprés cela la fonction y—cy, harmonique dans le champ &, 
reste déterminée univoquement par ses valeurs 4 la frontiére 1; ces va- 
leurs, —cy, 4 cause de (2.3), ne dépendent pas du temps #; le champ 
L du plan Cay n’en dépend pas non plus. II s’en suit que wy est fone- 
tion uniquement de z,y, et la méme conclusion, d’aprés (2.1), (2.2), 
s’applique évidemment & wu, v, —. 

On a ainsi constaté que le mouvement ondulatoire des particules a yn 


caractére rigoureusement permanent par rapport aux axes Cxy: au début 
on avait admis seulement la permanence de la ligne libre /. 


4. Seconde caractéristique de masse. Allure asymptotique de g. 
Exprimons maintenant qu’il n’y a pas de transport de matiére dans 
les couches profondes, c’est-a-dire que non seulement le débit, mais aussi 
le flux, pendant un intervalle de temps t, — t, arbitrairement long, reste 
fini, pourvu que ce flux se rapporte 4 un élément quelconque dy de ver- 
cale fixe, qui reste toujours immergé, savoir toujours au-dessous de 1. 
Partant de |’expression 


dy(u—c)dt 


du flux élémentaire pendant un intervalle infiniment petit dt, il s’agit*) 
de transformer la circonstance 


b) que le flux 
te 
dy | (u—c)dt 
th 


pendant un intervalle de temps (t,, ¢,) reste fini, méme si l’on fait croitre 
indéfiniment t, — t,. 








*) Une telle expression convient & un élément dy en tant qu’il soit immergé pen- 
dant l’élément de temps dt. S’il pouvait rester parfois au-dessus de 1, on devrait, 
dans les dt correspondants, remplacer (u—c)dt par zéro 
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Or u(z, y) dépend de ¢ exclusivement par l’intermédiaire de x d’aprés 
(3.1); d’autre part on peut, toujours d’aprés (3.1), remplacer ¢ par x 
comme variable d’intégration, et on obtient par conséquent, pour le flux 
susdit, l’expression 


dy 1 fou —c)dz, 


x,,2, étant les valeurs de z que (3.1) fait correspondre 4 1,, t,. 


Comme u = a4 Pintégration donne 


d : ; 
4 {[ (25; 7]}> C24) —[~(%,,¥)— cz, }}. 
c 


La condition que ce flux reste fini, méme si l’on fait grandir indé- 
finiment l’intervalle de temps et par suite x, — z,, exprime justement la 
propriété asymptotique de la fonction 


p(z,y)—ex 


de rester finie dans le champ L, aussi pour x (ou y)—+0o. 


5. Condition dynamique. 


I] est bien connu que, pour les mouvements irrotationnels sous |’action 
de forces dérivant d’une fonction de forces U, les équations indéfinies 
de ’hydrodynamique se réduisent a une relation unique définissant la pres- 
sion p. Dans notre cas, en se rapportant aux axes Cry animés de 
translation uniforme, par rapport auxquels le mouvement est permanent, 
comme U=gy et la densité 1, on a 


(5.1) p=gy 1 | w|? + const, 


ot, conformément 4 (1.1), | w| u'ty désigne le carré de la vitesse 
(relative) des particules. 

Cette équation qui, 4 l’interieur du champ, n’est que la définition de 
p, donne lieu, sur la ligne libre, ot la pression doit étre constante, a la 


condition dynamique caractéristique 


i 1 3 
(5. 2) zlw| — gy, = const sur /. 


6. Variables complexes. Premiére forme du probléme analytique. 


En posant 
(6.1) 


fz=rt+ity, 
lf=etiy, 
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f résulte, d’aprés (2.1), une fonction monogéne de la variable complexe z. 
Toujours d’aprés (2.1), en tenant compte de la définition (1.1) de w, ona 


(6. 2) of —w. 


On peut désormais formuler le probléme analytique des ondes per- 
manentes, en prenant comme inconnue la fonction (monogéne) w (z). 

Elle doit (n° 1) étre partout finie et holomorphe 4 l’intérieur de L, 
vérifier linégalité (1.2) et la condition (1.3), c’est-a-dire tendre 4 ¢ 
lorsque y—>©o. 

La frontiére supérieure | a priori indéterminée (sauf la restriction 
qualitative de ne s’écarter pas trop d’une horizontale) doit étre 4 la fois 
ligne de flux, ce qui s’exprime par 

—vdx+udy=0 
et ligne isobarique, ce qui se traduit par (5.2). 
Une fois déterminée w(z), on a de (6.2), (6.1) et (2.2) 


f= f wdz, 
0 


les caractéristiques de masse exigeant encore, d’aprés les n®™ 3 et 4, que 
cette intégrale se comporte 4 l’infini d’une maniére bien déterminée, pré- 
cisément de maniére que la différence 


6.3) F(z)=f(z)—cz 


reste finie lorsqu’on s’éloigne indéfiniment 4 |’intérieur de L. 

On simplifiera dans ce qui va suivre la position du probléme ana- 
lytique par une double transformation de variable indépendante et de 
fonction inconnue. 


7. Représentation conforme du champ du mouvement Z sur un 
demiplan S (w>0) du plan complexe f= gy + iw. 
Changement de variable. 


Représentons dans un plan complexe f= » + iy (fig. 2) les valeurs 
prises par f(z) lorsque z varie dans la région Z du plan du mouvement. 

Tout d’abord sur / on a, & cause de (2.3), y=0; & lorigine C 
correspond en particulier, d’aprés (2.2), f= 0, c’est-a-dire l’origine I’ du 
plan f. Pour les points trés profonds (y trés grand positif), la circonstance 
(n° 3) que y — cy reste fini nous assure que y—+-+-co. Ceci fait prévoir 
qu’a la région LZ du plan z correspondent biunivoquement des valeurs 
de f(z) remplissant le demi-plan y > 0 qu’on appellera S. 
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Pour le démontrer, remarquons d’abord que le module de o c’est- 
a-dire |w| d’aprés (6.2), reste toujours (n° 1) assez peu différent de c 
dans L, et y admet en tout cas une limite inférieure > 0. 

D’autre part, en représen- 
tant par di un élément de la 
ligne libre 7, comme on a, sur / 

¥ dl=|\dz|, et df=dg daprés 
(2.3), il vient (pour dpm > 0), 
en égalant les modules des deux 
membres dans (6.2), 


Plan f=y-ty 


d 
¥=/|w!| 
dl 
ce qui assure qu’en parcourant / 
depuis 2== — co jusqu’a x= 00, 


varie (sur l’axe réel du plan f) 
également de —co a oo tou- 
jours en croissant. Il y a done 
correspondance biunivoque entre 
les deux contours / de L et l’axe réel du demi-plan S. Dés lors un théo- 
réme fondamental sur la représentation conforme®) nous assure qu’il y a 
correspondance biunivoque entre S et L. C’est-a-dire qu’on peut regar- 
der z comme fonction de f, uniforme dans le demi-plan S. 

Il s’ensuit que toute fonction, telle que w, de l’argument z, holo- 
morphe dans L, peut également étre regardée comme fonction de f holo- 
morphe dans le demi-plan S. 





Cette substitution de la variable f 4 z est évidemment avantageuse, 
puisque dans le plan f le contour du champ 4 envisager est l’axe réel, 
tandis que dans le plan originaire z c’était une ligne / 4 priori inconnue. 
Comme les points 4 l’infini se correspondent dans les deux champs, la 
condition (1.2) peut s’écrire 
(7.1) lim = =1. 

c 

Quant a l'autre condition asymptotique du n° précedent: f— cz 
partout finie, on y envisagera désormais f comme variable indépendente 
et z comme fonction de f, résultant (par intégration) de (6.2) c’est-a 
dire de 
ee dz 1 

9 — at — 
(7.2) en s- 


5) Compa.ez par ex. Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie (Leipzig, Teubner, 
1907), VILL Kap., § 5. ' 
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Elle revient alors 4 ceci: la différence 


f 


: 
(7.3) rin =r—ef = [(1—)ar 
0 


0 
doit reste finie partout dans S. 


Enfin les conditions 4 la frontiére (y—0O et (5.2), sur 1) se rédui- 
sent, dans le plan f, & (5.2) pour y= 0. 


On peut en éliminer y, en substituant 4 (5.2) sa dérivée par rap- 
port a 


1 d\|w|* _ dy, 
2 dp "*%d@ 
et en ayant recours 4 (7.2). Le long de l’axe réel on a en particulier 
df=dg; égalant alors les coefficients de ¢ dans les deux membres, on tire 
dy, ov 
dp |wi? 


ce qui donne lieu & la condition 


1d 3s 
(7.4) 2 a,!™! _?¢ 


| w |? 


8. Changement de fonction. 


Posons encore 
(8.1) w= cet, wo=6-+ ir (0, réels) 


en ayant égard 4 (7.1) et convenant d’attribuer 4 w la détermination 
qui s’annule pour y—+co. Comme w ne s’annule jamais dans S, ce 
qu’on vient de dire définit w complétement, comme fonction uniforme de f, 
holomorphe dans le demi-plan S et tendant 4 zéro pour y — oo. 

On tire évidemment de (1.1) et (8.1) 


(8. 2) u—tv=cete*?, 


ce qui donne lieu & une interprétation bien simple des quantités rt et 3 
(qui sont toutes les deux des nombres purs): ce* est la grandeur |w!| de 
la vitesse (rélative), # en est l’argument, c’est-a-dire l’angle du vecteur 
«@=u-+iv avec Vhorizontale Cz, dirigée — on s’en souvient — en 
sens contraire 4 la propagation de |’onde (n° 1). 

I] nous sera commode de remplacer ultérieurement w(f) par o(f) 
comme fonction inconnue. Puisque, d’aprés la signification de ce™ et de # 


|w|=ce*, v=ce'sind, 
18* 
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(8. 3) i = Se sind. 


9. Cas des ondes périodiques. Expression de la hauteur a. 

En revenant pour un moment au plan z (fig. 1), introduisons l’hypo- 
thése que le profil de l’onde et en conséquence les circonstances du phéno- 
méne, par rapport aux axes Cry, se reproduisent périodiquement en se 
déplacant horizontalement d’une quantité constante (>0) 4 (longueur 
donde). Pour cela il faut et il suffit (comme on s’en assure immédiate- 
ment) que w(z) soit une fonction périodique de z ayant pour période 
justement le nombre 2: 


(9.1) w(z+4)=w(z). 
Lorsqu’il en est ainsi, il suffit évidement de se borner 4 faire varier z 


dans une bande de la région L, limitée latéralement par deux verticales 


& la distance 4, par ex. par les droites z = — = x—4 de la figure 1. 


Appelons J, la portion D’D” du profil qui limite supérieurement 
cette bande, et fixons notre attention sur la portion finie ZL, qu’on en 
obtient en tragant inférieurement, 4 une profondeur quelconque, un segment j 
@horizontale. Si l’on désigne par d’, d” les deux cotés verticales, le con- 
tour s de L, se compose de 1, d, d’, j. 

Ceci posé, il va nous convenir d’avoir recours 4 un corollaire du 
lemme de Green, qui est souvent utile en hydrodynamique et qui est 
également valable dans le plan et dans l’espace*). Le voici: Si o(z, y) 
est une fonction harmonique réguliére dans un champ L,, dont s soit le 
contour, on a (avec des notations évidentes) 


oy de — (22 ae 
i [49 cos ny ds = Ss Be ds. 
s a 


Appliquons cette formule au contour s = 1+ d’+d” +, en prenant 


pour »(2,y) notre potentiel des vitesses, dont les derivées t =e, Lay 


, oy 
admettent, par hypothése, la période 4 par rapport & z. 
D’aprés cela les contributions provenant de d’,d” sont égales et 


opposées dans chacun des deux membres. D ailleurs - s’annule sur 1, 


*) Je crois avoir signalé pour la premiére fois en 1906 dans la note Sulla 
contrazione delle vene liquide, Atti del R. Ist. Veneto, 64, pp. 1465-1472. On létablit 
d’ailleurs bien aisément en transformant les deux membres de la formule du texte en 
des intégrales de champ par les formules clessiques et entenant compte de l’harmo- 
nicité de ¢. 
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et se réduit 4 -7 sur j; 4@ n’est que |w|* et cos ny = —1 sur j. 


Il reste par suite, en écrivant, au lieu de ds, dl sur l,, et dj sur j, 


1 ~ 1 ° 
5 | |wl*eos wy at — [ {5 | w|*— vs} dj. 
4 i 


Sur J, on a cos ny = or le sens positif étant celui des z croissants, 


L’égalité subsiste quelle que soit la profondeur y du segment j (de 
longueur 4). En la faisant croitre indéfiniment, on a, d’aprés (1.3), 
lim |w|*=c*, lim v?=0, et on est finalement conduit a lidentité 


(9.2) tf iwitde— tor 
4 


exprimant que c* est la valeur moyenne des vitesses relatives des parti- 
cules qui forment le profil d’une onde. 

En combinant cette identité avec la condition dynamique (5.2) on 
est conduit 4 une relation trés simple entre la vitesse minimum et la 
hauteur de l’onde. Pour définir la hauteur il faut d’abord introduire la 
notion de niveau moyen (on non troublé): c’est l’horizontale y = y* cor- 
respondant 4 la valeur moyenne 


A 
2 


1 1 
y*= tf nde =z) 4d 
4 


tol > 


des ordonnées de la ligne libre. 

L’écart vertical maximum du profil de l’onde au-dessus du niveau 
moyen, c’est-&-dire la distance entre ce niveau et la créte C de l’onde 
(ou ane des crétes s'il y en avait plusieurs également élevées) s’ap- 
pelle la hauteur de l’onde. Jusqu’ici on avait laissé indéterminée la 
position sur / de l’origine C des axes Czy liés 4 l’onde. Nous supposerons 
dorénavant que C soit justement la créte de l’onde. Alors (l’axe des y 
étant dirigé vers le bas) la hauteur a n’est que l’ordonnée y du niveau 
moyen et il s’en suit 


(9.3) a=4{ xaz. 
h 
D’autre part la constante du second membre dans (5.2) peut étre 


spécifiée en se rapportant a l’origine C:y, s’y annule, et, en désignant 
par w, la vitesse en C, qui est réelle (horizontale), on a 


1 1 
(9.4) zi¥l’—-9n= 5. 
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Puisque lorigine est dans une créte, pour tout autre point, y, > 0, 
et wy, apparait comme la valeur minimum de la vitesse (relative) sur la 
ligne libre, et par suite dans tout le champ du mouvement’). 

L’intégration de (9.4) par rapport 4 x le long de J,, en tenant 
compte de (9.2) et (9.3), donne 
c*— w? 


g 





(9. 5) a=% 


A cause de cette relation, (9.4) entraine |w|—c pour y,=a. Voila 
une propriété remarquable de la vitesse de propagation c: elle est en 
méme temps la valeur absolue de la vitesse (relative) des particules en 
tout point ot la ligne libre / traverse le niveau moyen. 


10. Périodicité subordonnée dans le plan f. Dernier changement de 
variable réduisant 4 un cercle le domaine a envisager. 


A cause de (6.2), la fonction (6.3) 
F(z) = f(z) — ez 
a pour dérivée 
F’(z) = w(z)—c 
qui admet la méme période 2 que w(z). 
Puisque 
F’(z+4)— F’(z)=0, 
on tire en intégrant 
F(z-+-4) — F(z) = const, 
mais la constante doit étre nulle, 4 cause de la condition (n° 6) que F(z) 
reste finie dans L: en effet, si la constante avait une valeur 4,+ 0, on 
tirerait, pour n entier arbitrairement grand, 
F(z+ni)= F(z)+nA, 
et on pourrait rendre F aussi grand que |’on veut. 
De la périodicité de F = f(z)— cz on déduit 
(10. 1) f(2+4)— f(z) =e, 
ce qui montre que, dans la correspondance conforme entre les deux 
champs L et S, une translation horizontale d’ampleur 4 du plan z se 


convertit dans une translation, également paralléle au demi-axe réel positif, 
d’ampleur c/ dans le plan f. 


”) Ceci résulte de la circonstance que w= ce", t étant une fonction harmonique, 
réguliére dans L: elle prend par conséquent ses valeurs extrémes sur le contour. 











_— 
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Par conséquent toute fonction w(z) de z admettant 4 pour période, 
reste périodique, lorsqu’on l’envisage comme fonction de f, sa période 
devenant ci. On aura notamment de (8.1) 


(10. 2) w(f+ci)=o(f). 


Si l’on pose 
2xif 
(10. 3) C=e % =oet (o, 0 réels), 





on a, pour f réel, [¢|=—1, et pour y>0O, |¢|<1, de sorte que tout 
point f intérieur au demi-plan S a pour image dans le plan complexe ¢ 
un point intérieur 4 la circonférence € (ov 
|¢| = 1; voir la fig. 3). Plan £ = 8 +ig=ge™ 
Jindiquerai par D le domaine |¢| < 1, 
c’est-a-dire le cercle (y comprise sa circon- 
férence ©). La correspondance établie par 
(10.3) serait co-forme si l’on envisageait 
tout le demi-plan S, mais elle devient uni- 
forme si l’on en considére seulement une 
bande limitée par deux droites m= const 
dont la distance soit cA: telle est par exem- 
ple la bande S, marquée par des hachures dans 
ch 
7" 
Sur toutes les deux on a, d’aprés (10. 3), 








la fig. 2, entre les deux droites p= + 


2x 
t——e ot”, 
y allant de 0 & co; leur image commune est par suite le segment 
DO(—1,0) de la fig. 3. En d’autres termes, a la dite bande correspond 
le cercle D coupé le long du rayon OD. 

Ce qui nous intéresse essentiellement c’est que toute fonction pério- 
dique, telle que w ou w, peut étre envisagée comme fonction de ¢ uniforme 
et réguliére a Vintérieur de la circonférence. 

A la vérité le point ¢ = 0 correspond, d’aprés (10.3), aux points a 
l'infini (y = oo) de § (profondeur infinie dans le plan du mouvement), 
et nous savons seulement que w y tend 4 c et w & zéro, sans avoir 
examiné d’une maniére précise comment se comportent ces fonctions a 
l’infini. Mais, lorsqu’on passe au plan ¢, la régularité en O est assurée 
(d’aprés une remarque remontant 4 Riemann) dés qu’il s’agit de fonctions 
holomorphes en tout point autre que O, qui restent finies méme en O. 








280 T. Levi-Civita. 


11. Forme définitive du probléme essentiel. Profil et vitesse en 
fonction de w(¢). Vérifications. 


Concentrons désormais notre attention sur la fonction w(f). D’aprés 
ce qui précéde elle est holomorphe a l’intérieur de ©, s’annule pour 
¢ = 0, restant, comme w, pour le moins finie et continue sur la circonfé- 
rence € elle-méme. Au point de vue qualitatif elle est encore soumise (dans 
tout son domaine d’existence, c’est-i-dire pour |¢| <1) & l’inégalité (1. 2) 
qui d’ailleurs, puisqu’on a 7 = e-t- 1, se trouve automatiquement 
satisfaite dés que le module de w est assez petit. La condition caracté- 
ristique au contour € est la (8.3), ou plutét son équivalente dans le 


plan ¢. Pour l’obtenir, différentions logarithmiquement (10.3), ce qui donne 
act 2x os do : 


Pour f réel, 9 =1, et on a en particulier 


(11.2) dp—S do, 
aprés quoi (8.3) acquiert sa forme définitive 
(1) a = pe-* sin a, 
ayant posé pour abréger 

(II) p= ,. 





La relation (I) qui doit subsister sur © constitue évidemment une 
liaison entre la partie réelle et le coefficient de ¢ de notre fonction 
w = #@-+-it; la constante positive p, qui est un nombre pur, y apparait 
comme un paramétre a priori indéterminé. 

On peut a juste titre regarder (I) comme la résolvante de notre 
probléme, puisque — nous allons le vérifier dans yun moment — toute 
fonction w(¢) holomorphe etc., qui y satisfait, donne lieu 4 un mouve- 
ment ondulatoire doué des propriétés voulues. 


On tire d’abord, en combinant (6.2), (8.1) et (11.1), 
(11. 2) dz= ££ 1 gin Ht 
w 


22% s * 


d’ou, en tenant compte qu’a l’origine C (créte) du plan z doit cor- 
respondre le point C (¢=1) du plan ¢, 

t 
(11.3) t= gu; | eS 


2x1 
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Sur la circonférence € on a en particulier 
— 
[= ef ’ ria — do, 
et par conséquent |’affixe z, de la ligne libre s’exprime sous la forme 
o 
rl 
(11.4) z= 3, | ede, 
0 


équivalente 4 la représentation paramétrique réelle de la dite ligne 


fanae] evoevae 
(11.5) ° 


aed wan. 
0 


On reconnait sans peine que 


nei 2x) =2,(0)+4, 
y,(o + 22)=y,(0), 


c’est-a-dire qu’il s’agit d’un profil d’onde périodique de longueur 4. La 
démonstration est contenue dans la formule complexe (11.3), d’od résulte 
en particulier que, si l’on fait décrire 4 ¢ la circonférence ©, z augmente 
de A multiplié par le résidu de 


c 
au point ¢=0. Or, » s’annulant 4 l’origine, e — 1 s’y annule égale- 
ment, et, étant une fonction réguliére, contient ¢ en facteur. En écrivant 


tow 
ef —1-+(e'—1), on constate que le résidu de a se réduit & 


Punité. Donec z subit le déplacement 4 (dans le sens Cz) lorsque o s’aug- 
ment de 2x. C.Q.F.D. 

Il en résulte aussi que la région du plan z balayée par (11.3) 
lorsque ¢ varie dans le cercle D(|¢| < 1) est bien de l’espéce envisagée au 
début (n° 1). 

D’ailleurs il suffit de remplacer, dans (8.1), c’est-d-dire dans 

w = cefo®) , 
la variable ¢ par z, pour avoir la solution w(z) du probléme mécanique 


sous sa forme originaire. En effet w satisfait bien & la double condition 
que 1 soit & la fois ligne de flux et ligne isobarique. La premiére 
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circonstance découle immédiatement de (11.2) qui, sur la circonférence €, 
se réduit a 


x =» 
dz, = 5— e'’do. 
ox 
En remplagant e*” par sa valeur 
c c(u+iv) 
~ ae jw)" 


et séparant le réel de l’imaginaire, on voit que dz,, dy, sont proportion- 
nelles & u,v; en prenant les modules, on a au surplus 
do 


wl 


de 


d=, 








Cette identité (en tenant compte que & do > 0 correspond dans le 
plan z le sens des z croissantes) sert 4 repasser, par integration immédiate, 
a la condition d’isobarisme (5.2) (en évitant les étapes intermédiaires oi 
comparait f). On n’a qu’a se servir de (8.1), (8.2), en écrivant (1) 
sous la forme 

1 dj w|* > 
i eed ad 


Alors, en remplagant do par dl, il vient 





d|w|* c* 
A \w 


=— 2? . 
di =P 


v 


ro] = 


T° 
et finalement, en tenant compte de la valeur (II) de p et remarquant 


que oe sur une ligne de flux telle que J, n’est que le cosinus *. on a 
' 


l d|w|* dy, 
2 a 9 a 
qui est bien équivalent a4 (5. 2). 

[I] n’est peut étre pas sans intérét d’observer que, dans les équations 
(11.3) et (8.1) (moyennant lesquelles on déduit z et w de w(¢)), appa- 
raissent les deux constantes 4 et c. Elles pouvaient étre censées arbi- 
traires toutes les deux jusqu’au moment oi l'on fait intervenir la vaieur (IT) 
de p. Laconséquence en est que, en partant d'une solution w(¢) de (I), 
pour une valeur bien déterminée du paramétre p, des deux constantes 2 
et c, une peut encore étre choisie arbitrairement*), l'autre en dépendant 
d’aprés (II). 


*) Au point de vue de la mesure des grandeurs mécaniques ceci correspond 4 
la circonstance que des trois unités fondamentales une seule reste disponible, puisque 
d’une part on a convenu que la densité du liquide soit 1, et d’autre part on regarde 
comme donnée la valeur numérique de p. 
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Pour étre complets i] faut nous assurer encore que les caractéristiques 
de masse (n° 3 et 4) se trouvent aussi satisfaites. Elles se résument, comme 
nous l’avons constaté au n° 6, dans la circonstance que la fonction (6.3) 

F(z) = f(z) —cz 


reste partout finie dans Z, ou bien (n° 7) dans la circonstance équi- 


valente que 
f 


c 
fo —S)er 
reste finie, méme si l’on s’éloigne a l’infini dans le demi-plan S. 
D’aprés (8.1) et (11.1) Pintégrale précédente s’écrit 


4 
ch ten OC , 
oi fa-e Fi 
1 


elle doit rester finie méme pour¢=0. C’est bien ce qui arrive, puisque 
_ iw g _ 
“__n’a pas de singularité pour ¢ = 0. 





12. Remargues sur la valeur numérique de p et du rapport +. 
La constante positive 
(II) ” 


P= oxct 
introduite n° 11 est a priori complétement arbitraire. On peut toutefois 
se borner 4 l'étude des mouvements ondulatoires pour lesquels 


PS}, 


puisque de toute solution appartenant a cette catégorie on en déduit 
d’autres en nombre infini pour lesquelles le paramétre a la valeur 


p, = np (n entier arbitraire). 


I] suffit pour cela d’associer par la pensée nm ondes simples de la 
solution envisagée. A cet assemblage il correspond évidemment encore 
une solution du probléme, ayant la méme vitesse de propagation ¢c et une 
longueur d’onde 4, = ni. 

L’expression (II) de p est alors multipliée par n. C.Q.F.D. 

Il vaut peut-étre la peine de contréler la conclusion au point de 
vue formel, en indiquant comment on passe d’une w(¢) vérifiant (1) 
pour p< 1 4 la nouvelle fonction qui vérifie encore (I), sauf le change- 


ment de p en p,=np, et toutes les autres conditions enumérées au 
début du n° précédent. 
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On y arrive en remarquant que, pour l’assemblage de n ondes, on 
a la méme fonction w(z) relative & l’onde simple. Par conséquent (la 
vitesse c étant aussi la méme dans les deux cas) (8.1) et (6.2) donnent 
lieu & une méme fonction w et & une méme f de z (nondel). Au con- 
traire les variables auxiliaires, ¢ définie par (10.3) et 
exif 
t=ech> 
sont différentes & cause de la différence entre 4 et 4,. 
On a précisément 





C=¢?. 
Done la nouvelle solution est fournie par w(¢;'). Comme l’argument 
o, de ¢, n’est que no, il est bien clair qu’en substituant, dans (I), 
+ do, & la place de do, et posant en méme temps p, = np, |’équation 
reste inaltérée. 


La limitation aux valeurs de p <1 est bien justifiée par la remarque 
précédente que les solutions w(¢) primitives — j’indique ainsi celles qui 
correspondent & p<1 — donnent lieu par substitution matérielle 4 
d’autres multiples, permettant d’attribuer & p toute valeur >1. Toute- 
fois il n’est pas immédiatement évident que les seules solutions de (I) 
pour p> 1 soient celles que l’on peut construire de la sorte. Je crois 
bien qu’il en soit ainsi, mais je n’ai pas analysé exactement la question. 

Quoi qu’il en soit, en supposant désormais p < 1 (ondes primitives), 
il est important de signaler une conséquence de |’expression (9.5) de a. 
En y mettant en évidence le facteur <, c’est-a-dire, d’aprés (II), tap 
elle s’écrit 


(12.1) 


; 


“3 (1-39)-$045)0-9). 


Comme, d’aprés les prémisses du n° 1, w ne différe pas beaucoup 
de c, tandis que le module de 1 — = est toujours une (petite) fraction, 


| ~ 


rl 


tw 


a 


on reconnait de (12.1) que l’ordre de grandeur de S est fixé par celui 
de ladite fraction. 

Dans la premiére approximation, due 4 Airy, on suppose infiniment 
petit le rapport ead E puisque p résulte dans cette hypothése = 1, 
tandis que w, ne différe de c que par des infiniment petits, (12.1) nous 
montre que (en négligeant le second ordre) on a 


(12. 2) as 
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En revenant au cas général nous traiterons dans ce qui va suivre 
|“=*| comme une fraction (assez petite, mais) finie; dés que p< 1, on 
a bien le droit, d’aprés (12.1), de dire que notre recherche se rapporte 
aux ondes de hauteur finie, quoique assez limitée par rapport 4 la lon- 
gueur 4. 

Si lon se rappelle que w,, d’aprés sa définition, est la vitesse dans 
une créte C, et que d’ailleurs (ainsi qu’on |’a déj&é remarqué au n° préc.) 


une telle créte a pour image, dans le plan ¢, le point ¢=-1, on a en 
particulier de (8.1) 
(12. 3) Wy = ce~*oi1), 
aprés quoi (12.1) s’écrit aussi 
(12. 4) m5 7! — e- 8a), 
2a 


13. Ondes symétriques. — Anticipation du résultat qu’il n’en existe 
pas de non symétriques (et permanentes). 

Les ondes (dont il a été question jusqu’ici) s’appelent symétriques ou 
bifrontes lorsque leur profil 1 est symétrique par rapport a la verticale Cy 
de la créte. Alors, & cause de (5.2), les vitesses en deux points de / 
tels que (x,y) (— 2, y) seront égales en valeur absolue. Il s’en suit 
que (le sens du mouvement relatif étant toujours celui des z croissantes) 
les composantes horizontales des vitesses seront égales et les composantes 
verticales égales et de signe contraire: 


(13.1) wes soles 
v(— x, y) nag Spa v(z, y), 

On aura également, d’aprés la signification de t et de #: 
f t(— 2, y)= t(z,y), 
\o(—2, y) = — (2, y). 

Ces relations se rapportent & la frontiére 1, mais elles sétendent 
nécessairement & tout le champ L puisqu’il s’agit de fonctions harmoniques. 

En tenant compte de (13.1) on constate immédiatement que, pour 
les fonctions g et y définies par (2.1), (2.2), on a 
{o(—2,y)=— (2,9), 
lv(—2,9)=° ylz,y)- 

C’est-a-dire que, dans la correspondance (conforme) des deux plans z 
et f, la symétrie par rapport 4 l’axe imaginaire (Cy dans le premier 
plan, I'y dans le second) se conserve. 


(13. 2) 


(13. 3) 
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D’autre part, en passant du plan f au plan ¢, moyennant (10.3) 
Satf 


C=e, 


deux points tels que (py, y), (— y, y) ont pour images deux points 


2a ai 22 2xi 
o—_y =r" i. bd = 


e ce, ee ) e ec, - ch 


conjugués, ou, si l’on veut, symétriques par rapport 4 |’axe réel. 
D’aprés cela les équations (13.2) rapportées au plan ¢ deviennent 


(18. 4) othe obey 
La, —)= — 0(&, 9), 
d’ou en particulier = 0 pour 7» = 0. 
C’est dire que la fonction 
—iw(t)=—r1r+i0 
doit étre réelle, et par suite que la fonction w(C) doit étre purement 


imaginaire sur axe réel du plan ¢. Sur la circonference €, ot 1 et d 
deviennent des fonctions du seul argument o, on aura en particulier 


{t(—9)= t(o), 
| a(- o)= — #(a), 


exprimant que t(o) est une fonction paire et #(o) une fonction impaire. 

Nous allons reconnaitre dans ce qui va suivre (comme conséquence 
nécessaire de l’algorithme constructif de m(¢)) que les ondes permanentes 
sont précisément symétriques. 

En attendant il importe de remarquer que toutes les ondes périodiques 
bifrontes possédent nécessairement une autre propriété: elles sont symé- 
triques non seulement par rapport a la verticale de la créte, mais aussi 
par rapport a celle du creux. On appelle creux ou selle un point de 1 


(18. 5) 


correspondant 4 l’abscisse x = > ou a celles qui en différent par un 
multiple entier de 4 (points D’, D”, etc. de la fig. 1). 


En effet, la périodicité et la symétrie par rapport 4 la verticale de 
la ecréte (axe des ordonnées) donnent en premier lieu pour le profil de 
onde, c’est-a-dire pour l’ordonnée y, de la ligne libre: 


y,(4 — x) =y,(— x)= y,(z). 


A P : 2 9% 
En y remplacgant x par = — x et égalant le premier et le troisiéme 
membre il vient 


" 


(2 A \ 
n\e +7) = H\g — 7): 
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Plus généralement, des identités 
u(A—2z,y)=u(—z,y)=—u(z,y), 


v(4—a,y)=0(—2,y)= — v(z, y) 

on tire 

j r 

u(5-+2,9)=«(5—2,9), 

j A 
v (5 +2,y)= —v(5—2, y), 
qui, combinées avec la précédente, expriment bien la propriété annoncée. 

D’autre part la formule (10.1) et la premiére des (13.3) donnent 


p(4—x,y)=cl+ p(—2,y)=cl— plz, y), 
d’ou, en remplagant x par -- S, 
is . rl 
o(3 +2, y) —ser" »(s —2, y) 
et en particulier 
A a 
o(y 9) = gee 
Cest dire, en se rapportant & la correspondance entre les 
plans z (fig. 1) et f (fig. 2), que la verticale z = ; du point D” a pour 


image, dans le plan f, la droite p= }ci, d’ot il suit (n° 10) que les 
deux droites x = — 4 g=- Sea se correspondent également. 

Si l’on passe enfin au plan ¢ et a la fonction w(¢), la combinaison 
de la périodicité et de la symétrie apparait encore plus immédiate. En 
effet la circonstance que i@(¢) est réel sur l’axe réel s’applique (fig. 3) 
soit au rayon OC (qui est l’image de la verticale de la créte), soit & son 
prolongement OD, qui (n° 10) est Pimage des droites y= t}ci du 
plan f, et par conséquent (comme on vient de constater), image des 
verticales des creux (d’,d’ de la fig. 1). 


Pour les ondes symétriques il y a lieu de signaler, 4 cété de la for- 
mule (9.5) [et de son équivalente (12.1)], qui se rapporte 4 la hauteur 
de l’onde, une formule analogue relative 4 la dépression d, c’est d dire au 
niveau d'un creux D” au-dessous du niveau moyen y =a. 


On vient de remarquer qu’é un tel creux correspond, dans le plan ¢, 
le point D(¢=— 1). Si lon désigne par w, la vitesse (relative) du 
liquide au point D” (dirigée horizontalement dans le sens des x crois- 
sants), on a de (8.1) 


(13.6) w, = ce~tol-2) 
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qui résulte effectivement réelle et positive, puisque, comme on |’a con- 
staté, la fonction i @ est réelle pour ¢ réel. 

Ceci posé, rapportons-nous au creux D”, dont l’ordonnée, & cause de 
la définition de d, a la valeur a-+-d. On déduit alors de (9.4) (w, ne 
différant pas de | w,|) 


1 
zw? —g(a+d)= Fw, 


d’ou, en remplagant }w? par sa valeur }c* — ga fournie par (9.5), 


1 wi? —¢* 
(13.7) c=" ‘ 
En introduisant les rapports p, défini par (II) du n° 11, et 
po par ( 
(13. 8) b= 4, 
ox? 
on peut écrire, d’aprés (13.6), 
11 , , 
(13. 9) 6 = Bh 


Nous verrons que, dans les solutions rigoureuses qu’on va construire, 
d ne résulte pas égal (mais inférieur) 4 a. 

I] s’en suit Gre les ondes périodiques permanentes ne sont pas sy- 
métriques (avec décalage d'une demi-onde) par rapport a Uhorizontale du 
niveau moyen. Cette propriété subsiste seulement en premiére approxi- 
mation, c’est-a-dire en regardant w comme infiniment petite (ondes de 
Airy), et disparait (comme il résulte du développement de w qu’on va 
former dans les n™ suivants) dés qu’on passe aux approximations succes- 
sives. 


14. Le probléme analytique se rapportant 4 w(¢). Premiére 
approximation (revenant aux ondes simples de Airy). Développement 
suivant les puissances d’un paramétre pu. 


Il s’agit désormais de déterminer une fonction w(¢) holomorphe 
pour || <1, nulle pour ¢= 0 et satisfaisant 4 (I) sur la circonférence C. 
A gause de l’inégalité fondamentale (1.2), il faut encore et il suffit, comme 
on Va déja remarqué au début du n° 11, que le module de w(¢) soit, 
dans tout le domaine D(|¢|< 1) une fraction propre assez petite. Ceci 
nous suggére d’aborder l’intégration de (I) par approximations successives 
en négligeant d’abord tous les termes d’ordre supérieur au premier en 
6,1. L’équation (I) se réduit alors 4 la forme 


(14.1) a — pd = 





—_— ww ~ ~ 


- tra oo tee 
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En remarquant que, sur ©, on a d’aprés (11.1) 


de sorte que, R désignant »partie réelle«, 
dt dw da 
de = 8 (Gq) = ® (ee), 
Pp d= R(po), 


l’équation précédente exprime que la fonction ¢ aH pa (holomorphe & 


lintérieur du cercle) a sa partie réelle nulle sur ©. Dés lors cette partie 
réelle doit étre nulle partout 4 l’intérieur, et la fonction doit se. réduire 
& une constante purement imaginaire, nulle elle aussi puisque (0) = 0. 


On a done identiquement dans D (|¢| <1) 
d 
c i — Pom 0, 
équation dont on peut représenter l’intégrale générale sous la forme 


o=—ipul? (mu constante arbitraire). 


La condition que @w soit holomorphe a lintérieur du cercle exige 
que la constante (positive) p< 1 soit exactement 1, et l’on est conduit 
a la premiére approximation (de Airy) 


(14. 2) o= —in{. 


Sur la créte la vitesse doit étre horizontale, ce qui exige = 0, 
c’est-a-dire @ purement imaginaire au point ¢=1 correspondant 4 la 
créte. Il s’en suit que la constante mu doit étre réelle. D’autre part la 
valeur absolue ce* de la vitesse (relative) atteint au point C sa valeur 
minimum w,, qui est nécessairement (n° 9) <c. Donec r est <0 pour 
¢=1. Sa valeur étant donnée par — mu, on voit que mw doit étre aussi 
positt{. Il reste d’ailleurs arbitraire, sauf la limitation numérique d’étre 
ass2z petit (provenant de la limitation analogue imposée & ||). Dans 
la premiére approximation, m« doit étre traité, a l’instar de w, comme 
une quantité du premier ordre. 

A cette premiére approximation (14.2) correspondent les ondes simples 
de Airy. Il s’agit en premier lieu d’ondes symétriques, puisque (n° pré- 


cédent) ¢@ est réel pour ¢ réel. 


On a ensuite 
wm(l)=—tu, w(—1)—tyh, 


i= sino, r= — cosa, e~'cos# = 1+ "cosa, e~' sind =psino, sur, 
19 
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doa, d’aprés (12.3) et (13.6), 
w, = ce“ = ce*=c(l—p), w,=—ce*V=cer*—c(l+p), 


tandis que la représentation paramétrique (11.5) de la ligne / donne 
A ° A 
= 5,(o+msine), ¥,= 5 -u(1 — cose), 


dou (en négligeant toujours «*) 


y= = (1 - cos ***), 

Le profil est done sinusoidal; par conséquent hauteur et dépression 
(au-dessus et au-dessous du niveau moyen) ont méme valeur, etc. 

Pour passer ensuite 4 |’intégration rigoureuse de (I), nous essaye- 
rons lhypothése que la fonction inconnue w(¢) et la constante positive p 
(également inconnue) soient développables suivant les puissances d’un 
paramétre positif «4, de valeur arbitraire (suffisamment petite). 


Nous poserons en conformité 


o= So, p", 
(14.3) tite E 
p=1—k, k= Dkp", 
a=1 
ot les séries sont censées uniformément convergentes pour |u| assez petit, 
les w, (¢)= 0, + ¢ +, désignant des fonctions de { (holomorphes pour |¢| <1 
et nulles en 0) et les &, des constantes qu'il s’agit de déterminer d’aprés 
les conditions imposées 4 w(¢). 
A propos de la premiére série So, (t )#" on admettra aussi (en se 


#=1 


réservunt de contréler toutes ces circonstances a posteriori) qu’elle est 
uniformément convergente dans D (|¢|< 1), et qu’il en est de méme pour 





° . - do, ” 
la série des dérivées aa ah”. 

D’aprés cela, si l’on introduit dans (I) les expressions (14. 3) et que l’on 
égale dans les deux membres les termes du premier ordre en mw, on est 
évidemment reconduit pour caractériser uw, & l’équation (14.1), od lon 
a déji posé p= 1. II s’en suit, d’aprés (14. 2), 


(14. 4) wm, = —il. 


i 
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Remarque. 


Aux hypothéses précédentes on peut ajouter sans restriction logique 
la spécification ultérieure que la différence 


o— po, = 20,1" 


et par conséquent toutes les fonctions w,(n>1) contiennent ¢* en jac- 
teur. En effet, s'il n’en était pas ainsi, le développement taylorien (en série 
de puissances de () de wm — ww, (quis’annule pour = 0) commencerait 
par un terme en ¢ dont le coefficient pourrait étre désigné par — u,, mw, 
étant une fonction de mu (holomorphe pour || assez petit) qui contient 
w* en facteur. Il serait alors loisible de prendre comme premiére ap- 
proximation de w, au lieu que wo,, 


Bo, =o = tM, ey t(m+y,)e, 
et d’imaginer la fonction w(¢) développée suivant les puissances de 
p*=u+ Py» 


au lieu du développement suivant les puissances de uw, ce qui, d’aprés 
ce qu’on vient de dire, est parfaitement légitime pourvu que || soit 
assez petit. Sous cette nouvelle forme w — u*q@, contiendrait évidem- 
ment le facteur ¢*. Il est donc loisible de l’admettre dés le début. 


15. Quelques lemmes servant a préparer les approximations successives. 


En écrivant 1—k au lieu de p on peut attribuer 4 l’équation (I) 
la forme 


, dr 
(I’) i — 0 =(1—k)P(8,t)— kd, 
ou 
(15. 1) P(#, r) = e-**sind — 0. 


Cette fonction P est évidemment une transcendente entiére par rap. 
port & chacun des deux arguments #,1, et son développement en série 
de ces deux arguments commence par le terme du second dégré — 3 #r. 


D’autre part les développements (14.3) entrainent 
| . 7 39, nu", 

n=1 
| Eg dr, ua", 

n=1 


étant sousentendu que w, = 3, + ir,. 


(15. 2) 


19* 
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Il s’en suit que, si, dans (1 —k)P(0,1), on envisage 3,1 et k 
comme des fonctions de u, pour tenir compte des termes en pu, “*,..., 4", 
il suffit de considérer, dans k, les premiers n — 2 termes du développe- 
ment, puisqu’on doit les multiplier par P qui contient u* en facteur; 
et, dans #,1, les premiers n-—-1 termes, puisqu’il s’y ajoute pour le 
moins un facteur yu. 

Le coefficient de ~” dans (1 —k)P peut naturellement étre repré- 
senté sous la forme 


». tif 

(15.3) 6,-3|f.0-»P]_. 
la dérivation par rapport 4 u devant étre faite, cela va dans dire. par 
lintermédiaire des arguments #, 1, k. 

Considérons pour un moment aussi le coefficient de x” dans P(#, r) 

1|da"P 

(15. 4) P= Fe = 

Naturellement il ne dépend lui aussi que de #,. #,,..., 0,_,, 
T,;T,» +++) T,— > mais il posséde en autre la propriété d’étre une fonction 
isobarique de poids n par rapport a l’ensemble de ces arguments. 

En effet multiplier #,,t, par un nombre arbitraire y,#,,1, par 
y*® ete., 0,1, par y" cest, d’aprés (15.2), comme multiplier « par y 
(dans les termes de P qui influencent le coefficient de u"). 

Le coefficient de «” est alors multiplié par y”. C. Q. F. D. 

Ceci posé, remarquons que w,= —7{ est un polynome du premier 
dégré en (, possédant évidemment ces deux propriétés: 

il est purement imaginaire pour ¢ réel; um, ne change pas lorsqu’on 
y change a la fois ¢ en —€ et wen — uy. 

Cherchons d’aprés cela de procéder par récurrence en supposant qu’on 
ait réussi 4 déterminer aussi les fonctions 


w, (C) (» = 2, 3,..., n—1) 
et les constantes k,, k,,...,%, 4, et & constater, 4 légard de ces der- 
niéres, que k,, k,,... (tous les k& d’indice impair non supérieur 4 n — 2) 


sont nulles, et, & Pégard des w,, qu’il s’agit de polynomes de dégré rv, 
divisibles par ¢*, qui sont en outre: 

&) purement imaginaires pour ¢ réel; 

b) tels que u”’w,(¢) reste inaltéré lorsqu’on y change 4 la fois ¢ en 
—Cet wen —uyz. 

On montrera au n° suivant que l’équation (I’) (conjointement avec 
la condition de régularité dans D et de divisibilité par ¢*) conduit a 
assigner sans ambiguité la constante k,_, (nulle si n est pair) et la 
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onction w,(¢), cette derniére comme polynome de dégré n, lui aussi 
divisible par ¢* et possédant les deux propriétés a) et b). 

En attendant il nous faut préciser davantage la structure de @,. 

Partons pour cela des deux propriétés a) et b) dont jouissent w,, 
par vérification directe, et w,,@,,...,@,_,, par hypothése. 

Elles impliquent, en se rapportant en particulier 4 la circonférence 
€ (¢ =e**), que 


a’) les parties réelles #,(0), 0,(0),...,%,-,(0) sont des fonctions 


impaires de l’argument o, et les conjuguées 1, (o), 7,(0),...,7,_,(0) des 
fonctions paires ; 
b’) nu’ d, (0), pt, (a) (y»=1,2,..., n—1) 


restent inaltérées, lorsqu’on y change 4 la fois o en o-+2 et m en — pw. 

D’aprés (15.2), on peut énoncer ces propriétés individuelles des 
fonctions #,,t,, sous la forme condensée que voici: 

Dés qu’on néglige les termes d’ordre supérieur 4 m —1 par rapport 
& uw, & est nécessairement une fonction impaire et t une fonction paire de 
argument o; l'une et l’autre restent inaltérées lorsqu’on change a la fois o 
en o+a et wen — uy. 

Reprenons maintenant la fonction (1— k)P(#,r) et la remarque 
que les premiers n termes de son développement suivant les puissances 
de « ne dépendent que des n —1 premiers termes dans le développement 
analogue de P, et des n — 2 premiers termes dans celui de k. 

Puisque 

(1— k) P(6, rt) =(1— k)e-** sind — (1— k) 6 
est (rigoureusement) une fonction impaire de #, elle doit l’étre aussi de o 
(jusqu’au terme en ” inclus) d’aprés ce qu’on vient de dire. 


I] s’en suit en particulier, d’aprés (15.3), que @, est une fonction 
impaire de o. D’autre part (k ne contenant, au moins jusqu’é l’ordre 
n — 2, que des puissances paires de «) (1 — k)P ne change pas, jusqu’au 
terme en «” inclus, lorsqu’on y change 4 la fois o en o-+2et men — mu. 
Il en est de méme par conséquent pour u"@,. On a ainsi démontré 
que @, vérifie ces deux relations: 


(15. 5) @,(— 6) = — @, (0), 
(15. 6) @, (6+ 2) =(— 1)", (0). 
Or on a reconnu que 


1/a"P 
Pi Sor Nae 


est une fonction isobarique de poids n des arguments #,, t, (vy =1,2,..., m —1). 
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Ces arguments peuvent étre régardés sur € comme des polynomes 
de dégré » en coso, sing. I] s’en suit que la combinaison isobarique 
P., se présente elle aussi, sur ©, comme un polynome en cosa, sina, 
naturellement de dégré n. 

Si lon tient compte de ce que, dans le développement de la con- 
stante & suivant les puissances de mw, il n’y a pas, par hypothése, de 
puissances impaires jusqu’d l’ordre m — 2 inclus, on voit bien que le 
coefficient de u” dans (1— k)P, c’est-a-dire ,, est une combinaison 4 
coefficients constants de P,, P,_,,... et peut par conséquent étre regardé 
comme un polynome en coso, sino de dégré nm au plus. Cette circon- 
stance, combinée avec les relations (15.5) et (15.6), permet d’affirmer 
que le développement de Fourier de @,(o) ne contient que des sinus, 4 
cause de l’imparité de la fonction; va jusqu’au terme en sinno au 
plus, puisqu’il s’agit d’un polynome de dégré non supérieur 4 n en cos o, 
sing; et contient seulement les termes se rapportant aux multiples 
(n —2v)o de méme parité que n, & cause de (15.6). On a par suite 


[3] 


(15. 5) o, = a G2n—2> Sin(n — 2¥)o 
v=0 
les gni, désignant des constantes et [2| la partie entiére de 3 


16. Caleul de K,_; et de o, (5). 


Nous sommes maintenant & méme de tirer parti de (I’) en égalant 
les coefficients de u” dans les deux membres. 


Puisque le coefficient de u” dans kd est 


n-2 
k,d,-, +k, d,_, tet k,-49, +k,_,9, = » k, On-» + k,_, 9, 


v=1 


et d’ailleurs, d’aprés (14.4), 0, = sino, si l’on pose pour abréger 


n-—2 
(16. 1) ty = 0, — Shy On, 
v=1 
il vient immédiatement 
(16. 2) os _§,—7,—k,-,8ino, sur ©. 


En tenant compte des hypothéses et des remarques du n° précédent, 
Pégalité (16.1) montre que z, est une fonction de o, connue et impaire, 
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dont le développement trigonométrique a les mémes caractéristiques qu’on 
a établies & Pégard de @,, et est par conséquent de la forme 


lal 


Xn, (2) = >, Gare-2 sin (n — 2r)o, 


v=0 
les g étant (comme les g*) des constantes qu’on doit censer connues. 


Le terme correspondant & » = [2 s’annule pour n pair et, pour n 


impair, prend la forme gq, sino. En convenant d’attribuer & ga, la valeur 
zéro, pour n pair, on peut retenir en tout cas 


[i 
(16.3) In (®) = >) gan—2y 8in (n — 2¥)0 + Quy sina. 


r=0 


La somme contient d’aprés cela des termes en sinno, sin(n — 2)a, 
sin(n — 4)o,..., en descendant jusqu’é sin2o ou & sin3o suivant que n 
est pair ou impair. 

Il s’agit désormais de tirer de (16.2) et la constante k,_, et la 
fonction w,(¢). Puisque w, doit étre holomorphe pour |[|<1 et nulle 
(du second ordre) pour {= 0, elle admettra un développement taylorien 
de la forme 

Zoul’, 


les Cyj, désignant des constantes (complexes) inconnues, que j’envisagerai 
sous la forme dy), — #b,,, les a et les b étant réelles. 
En admettant que w,(¢) reste holomorphe aussi sur €(|/¢| 1) ou, 


ce qui suffit pour notre but, qu’elle y soit continue avec sa dérivée a 
et que l’une et l’autre soient développables en séries de Fourier (unifor- 
mément convergentes), on aura 
o, = 0, + ir, = > (dnp — tba) e*”’, 
r=2 
d’ou 


0, = S (agp 008 v0 + by, sin vc), 
v=2 


2 
7, = > (Gap 8in vo — bay, COBY), 
v=2 


—#v, =)’ [(» — 1) dq, 008 vo + (v — 1) by, sin vo]. 


v=2 
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Afin que cette derniére expression résulte identique au second membre 
de (16.2), c’est-a-dire, d’aprés (16.3), a 


ts? 


° .7 ° 
(Gar — Ka-1) Sino + > Inin—2y SiN (Nn — 2y)a, 
v=0 
il faut avant tout que le coefficient de sing dans le second membre soit 
nul, ce qui détermine k,-, en lui assignant la valeur day, © est-a-dire 
zéro pour n pair, comme il s’agissait de vérifier. 
Quel que soit n, on peut retenir 


a” 


(16.4) | =1f z,sinodo. 


—a 


Arrétons-nous en passant sur cette formule pour faire remarquer que, 
& cause de (16.1), on peut y remplacer, sous le signe d’intégrale, 7, 
par @,. En effet la circonstance que w,, w,,...,@,., contiennent ¢* en 
facteur entraine que les développements de Fourier de #,, 3,, ..., 3 
ne renferment pas de termes en sino. On a donc 


n-1 


a 
(16. 5) ky. =1f 6,sinodo. 
En revenant 4 notre identité, on en tire ensuite que tous les a,,, et, 
pour »>n, aussi tous les b,, doivent s’annuler; enfin que, pour 
gis 
"= — I, 
In n—2y 


Dnjn—zy eh aiinash? 


tandis que les autres b (dont le second indice n’a pas la méme parité 
que n) sont également nulles. On en tire 


tat 
(16.6.) | w(t) = — iy Sect pate 
v=0 


C’est bien un polynome de dégré n, divisible en tout cas par ¢°, 
purement imaginaire sur ]’axe réel, et possédant la propriété b), c’est-a-dire 
tel que 

@,(—~¢)=(—1)"@,(¢). 

L’algorithme constructif des fonctions w,(¢) et des constantes k,_, 
reste ainsi univoquement déterminé, s’appliquant de proche en proche, par 
une marche réguliére de calcul, 4 partir de n = 2 et de w, = — ¢¢, pour 
toutes les valeurs entiéres dé n. 
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Si l’on se propose d’arriver, dans les développements de w et de k, 
jusqu’aux termes d’un ordre nm donné, il faut assigner l’un aprés |’autre 
les n—1 polynomes w,(¢) (y= 2,3,...,”) de degré », et les n con- 
stantes k,, k,,...,%,. Comme un polynome w,(¢), rentrant dans le type 


(16.6) dépend de [5 constantes réelles, et comme d’ailleurs (les k d’ordre 


impair étant nulles), permi les k,, k,,..., %, il yen a [3] a déterminer, 
les calculs & effectuer (purement rationnels et dans le champ réel) revien- 
nent 4 l’évaluation de 


constantes. 
Si l’on suppose n de la forme 2m, on constate sans peine que la 

somme indiquée n’est que m(m--1), c’est-d-dire afar). tandis que si n 

est de la forme 2m--1, l’expression précédente a la valeur m(m-+ 2) 

qui peut s’écrire a(er-*. 

Donec, pour arriver jusqu’é l’ordre n, il faut se procurer 

n(n+2)—8 
4 


n(n-+ 2) 
4 


ou bien constantes selon que n est pair ou impair. 


Les calculs numériques se trouvent développés dans |’appendice 
jusqu’a n=5. D’aprés ce qu’on vient de dire, les expressions de w 
et de k renfermeront, & cet ordre d’approximation, 


5642-8 
coefficients. 

Au point de vue mathématique il faut naturellement établir la con- 
vergence de ce procédé en s’assurant en méme temps que les hypothéses 
du n° 14 sont bien vérifiées a posteriori. Nous y réussirons aisément en 
ayant recours & la méthode des limites de Cauchy. Pour s’en servir dans 
le cas actuel il semble toutefois essentiel de s’appuyer aussi sur un ré- 
sultat qui figure (avec d’autres analogues) dans le mémoire des Math. 
Ann. cité au début. Sans rien emprunter & ce mémoire, je vais démon- 
trer directement la proposition particuliére qui nous intéresse ici. 


17. Inégalité se rattachant a l’opération fonctionelle qui définit les 
approximations successives. 


Il résulte du n° précédent que la détermination de chaque polynome 
w(¢) se fait moyennent l’équation (16.2), qui, en supprimant pour 
simplifier l’index n et en tenant compte d’avance de (16.4), rentre dans 
le schéma 
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(17.1) a 9 9(0) deine. 


v=2 
ou les x, désignent des constantes. 
Sa solution w(¢) est donnée par (16.6), c’est-a-dire par 


(17.2) on Ye 


Nous nous proposons d’obtenir une limitation supérieure de || et 











de ) en fonction des données, plus 
précisément des maxima M, M’ de | z(c)| et |z’(c)| sur la circonférence €. 
A ce but on commence par exprimer le second membre de (17.2) sous 
forme d’intégrale définie portant sur y(o). On y parvient, quel que soit 
le dégré de z{o), en introduisant la fonction auxiliaire 


(17.3) N(t)= 3) = Clog +, 


En effet on vérifie bien facilement, d’aprés (17.2), que 
(17.4) w(t) = [ w(Ge-*)x(0,) doy, 


pourvu qu’on remplace sous le signe N et zy par leurs développements 
(17.1) et (17.3), et qu’on intégre ensuite terme & terme. Ceci est légi- 
time sans discussion pour |¢| <1, et se justifie sans peine pour |¢|=1. 

En tenant compte que ¢ = ge** et en prenant comme variable d’in- 
tégration s=0o,—o & la place de o,, (17.4) (& cause de la périodicité 
des fonctions sous le signe, qui permet de retenir les limites — 2 et 2) 
peut s’écrire 


(17.5) w(t)— +f W(oe-*)z(8 + 0) ds. 


Comme, pour une fonction monogéne, ie peut étre calculée en faisant 
varier seulement o (et non @), on @ 


cue, 


aprés quoi on tire de (17.5) 


= ste mee **) z'(8 + 0) ds; 
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et, reprenant ensuite comme variable d’intégration o,—¢-+-0, il vient 


d 1 ’ 
(17.6) fem Ae [U(ce-e)z (o,)do,. 
Ceci posé, soient M et M’ les maxima des valeurs absolues de z(c) 
{sur ©). On déduit immédiatement de (17.3), (17.4), et (17.6) que, 


pour |¢|<1, 
(17.7) 


|\o|< JM, 
se] om. 


en désignant par J une constante non inférieure au maximum, pour 


l¢|<1, de 


(17.8) 1 [|x| do, 
ou Ke 

= log —_—_. 

X = log aes 

On peut affirmer d’avance qu’il existe un tel maximum fini, puis- 

que |X|, tout en pouvant devenir infini lorsque ¢ appartient a ©, reste 

toujours intégrable. L’intégrale (17.8) ne parait pas réductible & un type 

connu. Mais il nous suffit d’en fixer une limite supérieure, par exemple 

celle qui résulte de l’inégalité élémentaire 


|X| <5(1+12"’). 
On a alors 
1 f\x\do,<1+3, 


ayant posé 
1 
3p f\x!do,. 


Dans cette intégrale, on prendra encore une fois s =o, —o comme 
variable d’intégration et on écrira aussi XX (X conjugué de X) au lieu 
de |X|*, ce qui donne 


3= pf, [xXae, 
avec “st 
1 


x= “<-> 





te ° 
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Pour 9 <1 on peut développer X en série de puissances de 9 et on a 


-- 
x= a e~ ins; 


n=1 
de méme 


x= 25. 


Les séries sont uniformément et absolument convergentes pour toute 
valeur réelle de s. En les introduisant dans |’expression de {, elles 
peuvent étre traitées comme des sommes ordinaires et nous conduisent a 


7 g2n 
3= Po oe 
n=1 
Cette derniére série reste convergente pour 9 =1 et la somme y 
2 
atteint sa valeur maximum (dans le domaine D) =: On peut retenir 


Is = , et par conséquent 
(17.9) J51+%. 


18. Introduction d’un type particulier de fonctions majorantes. 

Soit #(u,Q) une fonction de la variable complexe wu et du point Q 
variable dans un domaine D* appartenant au cercle D, domaine qui p<ut 
en particulier coincider avec D, ou bien — c’est un cas important pour 


application que nous avons en vue — se réduire uniquement 4 la cir- 
conférence €. 


On suppose # holomorphe par rapport a mw, pour |u| assez petit 
(et Q en ®*), uniforme et continue dans D° avec ses dérivées premiéres 


de direction, par rapport au point Q. D’aprés ces hypothéses la fonction 
est développable en série de puissances de mu: 


(18.1) d= 39,0)", 


les #, se comportant comme # 4 l’égard de l’argument Q. 

Je dirai que 2(u,¢), fonction des deux variables complexes yu et 
¢ = ge*’, holomorphe pour | «| assez petit et |¢| <1, est une majorante 
stokienne*) de }, lorsque son développement 2 = > 2,.(¢) u* joutt des pro- 

n=0 
priétés suivantes: les 2, sont des séries (ou des polynomes) en ¢ a coefficients 


*) D’aprés Stokes qui a abordé le premier le probléme des ondes d’ampleur non 
infiniment petite. 
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positifs, dont les maxima 2, (1) ne sont pas dépassés par | #,| quel que 
soit le point Q dans le domaine ®*; en outre, dans ce méme domaine, 
les maxima 2/(1) des modules des dérivées bets ne sont pas dépassés 
par les modules des dérivées de direction de 3,(Q). 


Pour indiquer tout cela j’écrirai briévement, a l’exemple de Poincaré, 
EQ. 
Voici quelques conséquences de la définition précédente, que je me 
borne & énoncer puisque il est bien aisé de s’en rendre compte: 
1°. Si @ ne dépend pas de Q, une majorante ordinaire par rapport 


& Vargument yu (a coefficients constants) en est en méme temps une 
majorante stokienne. 


2°. Si au contraire @ ne dépend pas de uw, pour s’en procurer une 
majorante stokienne, il suffit p. ex. d’avoir recours & une expression 
linéaire 
M’'t+M 
oi M,M’ sont respectivement les maxima de | #| et des modules de ses 
dérivées de direction dans D*. Mais on peut préférer des formes différentes. 
P. ex., si #(Q) est un polynome w,(¢) de degré n en C, 


n 
w,(¢)= 3,2", 
v=0 
une majorante stokienne est fournie par tout polynome du méme degré 
n 
2,(5) = » Bo” 
7¥=0 


4 coefficients positifs, satisfaisant aux inégalités 


2(j)= 5 Bem, 


’ 


ll 
2 so 


Q.(1)= SvB,>M’. 
v=0 
3°. Soit w(mu,¢) une fonction des variables complexes « et ¢, holo- 
morphe pour |u| assez petit et ¢ appartenant 4 D. Supposons que 
2(u,¢) en constitue une majorante stokienne. 
Si #(u,Q), t(u, Q) (Q affixe de ¢) sont respectivement la partie 
réelle et le coefficient de 7 dans w, on aura a fortiori 


0<<€ Q, tJ] Q. 


4°. Les relations de majorance stokienne peuvent étre additionnées, 
multipliées, et aussi dérivées indéfiniment par rapport A mw (non pas par 
rapport aux cordonnées de Q). 








302 T. Levi-Civita. 


5°. Soit p(#, +) un polynome ou une série de puissances des argu- 
ments #,1, et $(#,r) une majorante (au sens ordinaire, par rapport 
aux deux arguments), Si l’on se place dans |’hypothése de l’énoncé 3°, 
on pourra affirmer que 

B(Q, 2) 
constitue une majorante stokienne de p(#, r). 

En tenant compte de la notion de majorante stokienne, le résultat 
du n° précédent donne lieu au corollaire que voici: Soit X(¢) une majo- 
rante stokienne de x(0) [second membre de (17.1)]. JX(¢) constitue 
une majorante stokienne du polynome w(¢) défini par (17.2), 


19. Conditions d’aprés lesquelles on introduit des majorantes 
pour k,,_,; et pour w,, (S). 
Reprenons maintenant les développements (14.3), eb proposons-nous 
de les justifier en constatant l’existence des majorantes (stokiennes) 


| Q (xu, t= S2,u", 


(19.1) - 
| x = Sx, 

n=1 
la seconde ne différant pas (n° préc., 1°) d’une majorante ordinaire par 
rapport & uw, 

L’esprit de la méthode est d’y parvenir en majorant 4 chaque pas 
Palgorithme constructif (exposé aux n° 15 et 16) des coefficients mw, (¢) 
et k,: les 2.(¢) et K,, obtenues de la sorte, doivent rendre convergentes 
les séries (19.1) pour |¢| <1 et || assez petit. On sera alors assuré, 
d’aprés la définition des majorantes stokiennes, que les séries (14.3) con- 
vergent pour | | assez petit, et cela, pour la premiére qui dépend aussi de ¢, 
uniformément dans D. 

Pour le choix des majorantes 2, et K, il est naturellement indiqué 
de partir de l’équation (I’) du n° 15 et de former d’abord une majorante 
stokienne du second membre 


(1—k)P(#,1t)— kd. 
Le corollaire 5° du n° précédent montre immédiatement (si w posséde 
effectivement une majorante) que 


P(é, rt) = e-** sind — b 


admet pour majorante stokienne 
(19. 2) G(Q) = e®* Cin Q — Q, 
Gin désignant le sinus hyperbolique. 
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Dés lors (si tant est qu’il existe une majorante K de k) 
(1+ K)@(Q) 
est une majorante stokienne de (1 — k)P, et 
(1+ K)@G(2)+ KQ 
une majorante du second membre de (I’). 


En s’appuyant sur la définition (15.3) de &, et sur la circonstance 


que 7, — &,_,8ino n’est que le coefficient de u” dans le second membre 


de (I’), on a le droit d’écrire (n° préc., 4°) 


(19. 3) @,<2(F.0+ 06] : 
(19. 4) ta —by-r8ino <> | 22 {1+ K)G+ Ka}| 


“=O 
D’autre part l’expression (16.5) de &,_, donne aprés coup 


\ky-a| $4 [1@,| do (n= 2, 3,...). 


Mais la formule (19.3) nous assure que @, (quel que soit o) ne 
dépasse jamais la valeur maximum de sa majorante stokienne, qui se 
rapporte au point ¢=1. Si l’on pose pour abréger 


(19. 5) O(u,1)= 3 2,(1)u* =H, 
na=1 
on aura de l’inégalité précédente 





dom? a" (1+K)G(H)| ’ 


41st f2[S0+mec| : bi 


du 


= 

et Ton pourra par conséquent regarder la constante positive 
. a” 

(19. 6) K,.= 5 | $5 0+ eH) 


uO 

comme une majorante de k,_,: nous nous en servirons bientét. Mais il 
faut ayparavant se procurer sous forme également convenable une majo- 
rante stokienne de w,(¢). Pour w,, qui d’aprés (14.4) n’est que —¢@, 
on peut prendre 


(19. 7) Q,=¢. 
Pour n> 1 on s’appuiera sur |’équation (16.2) dont le second 


membre a une majorante stokienne fournie par (19.4). Le dernier 
corollaire du n° précédent nous assure alors que le produit de la con- 
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stante numérique J par ladite majorante constitue une majorante 
stokienne de la fonction w,. On peut donc, toujours sous réserve de 
justification 4 la fin, prendre 





Ja" 
(19. 8) 2,(0)= 5 [FeCl + K)G(2)+KQ}] _ (n=2,38,...). 
En posant dans les deux membres ¢=1 on aura en particulier, 
a cause de (19.5), 


(19.9) 9,(1)= 2 [40 (14. K)G(H) + KH} 


Ju=0° 


20. Convergence des séries. 


Les formules (19.6) et (19.8) en nombre infini peuvent étre conden- 
sées en deux équations contenant le paramétre variable yw. I! suffit 
pour cela de les multiplier par u"-* et mu® respectivement et d’ad- 
ditionner ensuite celles de chaque groupe depuis n = 2 jusqu’a n = oo. 
On obtient alors des (19.6), d’aprés la seconde des (19.1), 


oS eee a 
Km oD a lage (! + KOA) 


Ju=o "+ 

Pour que la somme de la série représente le développement, suivant 
les puissances de mw, de l’expression (1+ K)G@(#), il lui manquent les 
deux termes correspondant 4 n=0, n=1. Mais ces deux termes sont 
nuls puisque, d’aprés (19.2), @(H) contient H® en facteur et H & son 
tour contient u d’aprés (19.5). On a donc 


(20.1) K=~(1+K)G@(H). 
Les (19.8), en remarquant qu’ici encore le second membre s’annule 
pour n=0 et n=1, tandis que 
SQ, (6) mu" = Q(u, 6) -Qn=Q— pl, 


n=2 


donnent 


(20. 2) Q=J(1+ K)G(Q)4+-IKQ+ wt, 


d’ou en particulier pour ¢ = 1 
(20. 3) H=J(1+ K)@G(4)+JKH+upz. 
Si l’on réussit & prouver: 


a) que (20.1) et (20.3) défini-sent H et K comme des séries de 
puissances de yu (a coefficients positifs) convergentes pour || assez petit; 








a> a ne eee ok 


CO mL ele 











Ondes permanentes d’ampleur finie. 305 


b) que, en prenant pour K cette fonction de u, (20.2) définit plus 
généralement 2(, ¢) comme fonction holomorphe de ces deux arguments, 
pour || assez petit et ¢ appartenant au domaine D(|¢| <1), les coef- 
ficients du développement en série de puissances étant tous positifs, on 
aura par li-méme démontré la convergence uniforme des séries (14. 3) 
definissant w et k, pour |u| assez petit et (& l’égard de la premiére, et 


méme de la série des derivées et den mw”) pour ¢ situé dans D. 
n=1 





ade 

Pour constater d’abord que de (20.1) et (20.3) on tire H et K 
comme fonctions holomorphes de yu au voisinage de « = 0, il convient de 
faire disparaitre la singularité apparente de la premiére équation, due au 
diviseur uw. II suffit de poser 
(20. 4) H=pr, K=py 
en remarquant que, d’aprés (19.2), on peut écrire 

14 

(20.5) @(uz) =u 8g? @ (uz) = n*x* (8+ Surt...), 
ot @ désigne une fonction entiére & coefficients positifs du produit ur, 


se réduisant & 3 pour u= 0. 
Moyennant la substitution (20.4) les équations (20.3) et (20.1) 


Anawnnant 


donnent lieu au systéme régularisé en r, 


(20. 6) eee ee 
y= (1+ ~y)r*G(uz), 
qui pour «= 0 se réduit a 
r =] . 8) = 3 
et apparait par suite apte a définir deux fonctions x(a), y() développables 
en série de u, pour |u| assez petit, et se réduisant respectivement a 1 
et 3 pour 1=0. Les coefficients de ces séries, qu’on peut calculer de 


proche en proche, en dérivant successivement les équations (20.6), sont 
évidemment tous positifs. 


Voici établi en toute rigueur l’énonce a). Arrivant 4 b), posons 
dans l’équation (20.2) 
Q=n43, G(2)=p4*3°G(u3) 
et en outre K = wy en entendant par » la fonction de m qu’on vient 
de définir. On a alors, en divisant les deux membres par yu, 
(20.7) g=I(1+ 29) H5°G (m3) + Jung tf; 
et le théoréme fondamental de la théorie des fonctions implicites nous 


assure qu’on en tire 4(u,¢) douée des qualités requises. 
Mathematische Annalen. 93. 20 
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En effet l’équation rentre dans le type 
(20. 8) 4=C+ uU(p,4), 


U étant une fonction entiére de 3, holomorphe aussi par rapport 4 u 
pour |u| assez petit: son développement en série de puissances de 4 et 
de m a tous les coefficients positifs. 

Au voisinage de toute valeur ¢, de ¢ appartenant au domaine 9, 
(20.8) définit évidemment une fonction 3(u,¢) holomorphe pour ||, 
|\¢—¢,| assez petits. La limite inférieure de || tant que ¢, varie 
dans D est certainement > 0 d’aprés le théoréme bien connu de 
Weierstrass affirmant que cette limite inférieure convient aussi au voisinage 
d'un ¢, bien détérminé (ot elle est nécessairement > 0). 


Done 4(u,¢) et avec elle Q(u, ¢) = ua est bien une fonction de u 
et de ¢, holomorphe pour || assez petit, quel que soit ¢ dans D. Les 
coefficients de son développement en série de puissances de mu et de ¢ 
sont eux aussi tous positifs, comme on le constate immédiatement par 
dérivations successives de (20.8), parce qu’il en est ainsi pour U (en tant 
que fonction de uw et de 3). C.Q. F.D. 

Il est & peine nécessaire d’ajouter que 4(,1) coincide bien avec ry, 
puisque (20.3) est justement ce que devient (20.2) lorsqu’on y fait ¢= 1. 


Appendice contenant les calculs numériques jusqu'é n = 5. 


1. Formules préparatoires. 
De 
f e~§* — 1 —31r4+ 9/21? — 9/2e° + 27/814 +... 


|sin® ~==8—1/68*+ 1/1200" +... 


on tire (jusqu’au cinquiéme ordre inclus), pour la fonction P(#,<), définie 


par (15.1), 
(1) P(d,r) = e-**sin d — 0 
= — 340+ (9/2729 — 1/6 8°) + (— 9/2198 + 1/2 8°r) 


+ (27/8149 — 3/4270° + 1/1200) +... 


Ayant égard aux (15.2), c’est-’-dire aux développements de +t, suivant 
les puissances de su: 


(2) r= Su", 0= Su", 
n= n=1 
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on a, en allant jusqu’aux termes qui peuvent intéresser nos évaluations, 


t =e + e+ pit + pit... , 


t? = wt{r? + 2ut,t, + w*(t? + 21,7.) +...}, 
7? = pe {r3 +- Surit, +...}, 
t! =x rae te oof 
o =p, + wd, + n°d, + uO, + wd +..., 
o° = pw {8) + 3 ud! 0, + 3u" (O19, + 6,82) +...}, 
= pO, +... 
d’oi 
tO = pw*{r,0, + u(t. 0, +1,8,)+ wu? (1,8, + 17,9, +17, 8,) + w* (1,8, 
+ 1,8, + 1,9, +14,9,)+...}, 
re = BP { 28, + wr, (27,8, + 1,0.) + uw? (t1O, + 24,79, 
+- 126, + 21,7,8,)+..-}, 
3) | 0° = we {8+3n0{0, +8" (00, +0,9;)+...}, 
t*? = pr? {1,0, + u(t, 8, +32, 8,)+...}, 
10° = wd? {1,8, + u(34,0,+1,0,)+...}, 
4? = petid. +..., 
179° = pe ée+..., 
o° — ie a Pe 





En introduisant ces développements dans le second membre de (1), 
on trouve 


(4) P(8,t) = w* P, + w®P, + uP, + uP, +..., 
ou 
P, = — 31,9, 
P, = — 3(t, 0, +14, 8,) + 9/2728, — 1/68), 
P, = — 3(1, 8, + 1,9, +1, 9,) + 9/21, (21,8, + 1,9) — 1/20) 9, 
(5) — 9/21, 8, + 1/21, 8%, 
P, = — 3(1, 8, + 1,9, + 1,9, +1, 8,)+ 9/2(t2d, + 21, 1,9, + 179, 


+ 21,1, 8,) — 1/2(0] 0, + 6, 02) — 9/24; (x, 8, + 84,9,) 
+ 1/202 (32,0, + 1, 8,) + 27/81} 8, — 3/47) 8? + 1/1208). 





20* 
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2. Forme explicite des équations qui définissent 
oO, =—9,+it, (m= 2,3, 4,5). 


L’équation fondamentale (I’) du n° 15 


dr 
i —0=(1—k)P(d, 1) — kd, 


en tenant compte de la circonstance [n® 15 et 16] que le développement 
de k ne renferme que des puissances paires de u, c’est-A-dire que k est 
de la forme 

k=khyp* +k, ptt..., 


donne lieu, d’aprés (2) et (4), aux équations suivantes: 


dr, 
(6) 32 —9,=P,, 
= dr, 
(7) 52 — 9, = P, — ky, 
dt, 
(8) Fo ~ = Py — be Ps — k,d,, 
(9) ot 5 = P,— k, P, — k,d, — k,9,. 


3. Détermination des w:., w;,w,, w; et des constantes k., hy. 


Calcul de w, = 0, + tt,. 
On a de (14.4) 
o,=-—#, 
et par conséquent, sur ©, 


(10) ™,=—coso, #, =sino. 


La premiére des (5) donne en conformité 
P, = 3/2sin 20, 
d’o, par application immédiate, 4 Péquation (6), de la régle exposée 
au n° 16, 
(11) @, = — 63/20"; 
Tt = —3/2cos20, 8,=—3/2sin2c, surG. 

Calcul de k, et de w, = 8, +-it,. 

L’expression (5) de P,, en y remplagant 1,, 0, et t,,0, par leurs 
valeurs (10) et (11), devient 


P, = 17/8 sin 36 + sino; 


aprés quoi, en appliquant 4 l’equation (7), la régle rappelée tout 4 l’heure, 
on déduit 


(12) k,=1; 








H 
| 
| 
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‘beat —417/6 6°; 


(18) t, = — 17/6cos30, 9,=—17/6sin30, surG. 


Calcul de w, = 0, +-t1,. 

Dans l’expression (5) de P,, on introduit les valeurs déja obtenues 
de t,, 0, %, %,, T,, 8, en remplacant systématiquement les produits des 
fonctions sin et cos par des, sinus ou cosinus des arcs multiples. 

Il vient ainsi 

P,=71/4 sindo + 4s8in2o, 
et l’équation (8), *en y faisant aussi 
k,=1, P,=3/2sin20, #,=—3/2sin2e 
se met dans la forme 


dt, 


Ia #, = 71/4sin4o-+ sin2o. 


La régle d’intégration fournit 


= —#{71/12¢° i 5 
(14) 7 t{ jlac + ¢*} 


t, = — 71/12 cos4o — cos2a, #, = 71/12sin4do-+ sin2o, surG. 
Calcul de k, et de w, = 0, + it,. 
La derniére des (5), avec les valeurs trouvées pour 1,, #,,..., donne 


aprés réduction 


P, = a; { 20083,2sin 5 0 + 6144 sin3.0 + 1344sino} 
= 52,3sin5o-+ 16sin3o0-+ 7/2sine. 
On a dailleurs 
P,+0,=17/2sin30+sino, k,=1, 
et léquation (9) devient en conformité 


a _ 9, = 52,3sin 50+ 15/2sin30 + (5/2 — k,)sino. 


En appliquant une derniére fois la régle du n° 16, on en tire 
(15) k, = 5/2, 
w, = —t{(13 + 3/40) 0° + 15/405}; 
t, = — (13 + 3/40) cos5 o — 15/4 cos3a, 
8, = (13 + 3/40) sin5o+ 15/4sin30, sur. 


(16) 
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4, Equations paramétriques du profil de l’onde. 


L’affixe z, de la ligne libre s’exprime, d’aprés (11.4), sous la forme 
{= i Jetac. 
0 


En posant, pour abréger |’écriture, 


to=o’, i W,= W, (s=1,2,...), 
on a tout de suite 
o’ =por+p toa, + pa; + uo; +p ®oo+..., 
72 2 72 3 , 2 , , 
So ho, +p 2o,m, + p*(w, + 2a; o,) 
+ p°2(w! wi, + wloi)+..., 
73 3 73 ' 4 e2 yy 
a” = Bo, +p 3, ow; 
as ee ee 9 8\ 
+p 3(@, w+, 0,*)+..., 
74 4 74 
o” = hw, 
5 73 , 
+p 4m, w+..-, 
wo” = pon” +003 


ef — 1+ @’+1/2m*+ 1/6m"* + 1/240''+ 1/1200" +... 
=1 + mo, +p*(of+ 5 of") + u9(ay + of 0; + 1/6 w}*) 
+ p* {oo, + 1/2 (a4* + 2 cw; amg) + 1/2 em," wy + 1/24 ;° 

+ pm {oog + ow; «of + ow, wy + 1/2 (ws? ws + wf @,*) + 1/6 @;" 

+ 1/120 wf*}+.... 


Les valeurs des w,=—iw,, qui résultent des (11), (13), (14) et 
(16), sont 
wo,=¢, 
w, = 3/2¢°, 
wm; = 17/6¢°, 
wm, = 71/1204 + ¢%, 
wm, = (13 + 3/40)¢° + 15/4 ¢°. 


Il s’en suit 
ete —] + wo + mP2C* + uP 9/20° + w*{32/30* + 0%} 
+ w*{(26 + 1/24)¢%+ 19/40*}+.... 
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Le coefficient de ¢° est exact (comme tous les autres), mais il est 
largement suffisant d’écrire 4 sa place 26,04, ce qui est plus commode. 
En intégrant (sur 1, c’est-a-dire pour ¢=e‘*) on a immédiatement, de 
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n= a tinm gp [etode, 
les équations paramétriques p 
2, = -{o+ msino + p*sin20+ u*3/2sin8o 
+ u*(8/3 sind o + 1/2 sin2o) + 45(5,21 sin5o+ 19/12 sin3c)+...}, 
(17) = ~{u(1 — cosa) + w*(1 — cos2a) + u*3/2(1 — cos 30a) 


+ mu‘ [8/3 (1 — cos 4a) + 1/2(1 — cos 20)] 
+ mu®[5,21(1 — cos5o) + 19/12(1 — cos3a)]+...}. 





5. Vitesse relative minimum et maximum. Hauteur et dépression 
de l’onde. 


De lidentité 
e-2tm — e-90 — ] — 2m'+2m'* — 4/3.w'* + 2/8 m"* — 4/150’ +..., 
en utilisant les formules du n° précédent, on tire 
5 (L— ert) = wd wP1/2E% + wh 1/20 + w8(2/8C4 + £*) 
+ m*®(25/240° + 7/4¢0%) +..., 
d’oi en particulier, pour la créte (¢ = 1), 
5 (1 — e-P#0W) = w+ 1/2 u* + 1/2 u* + 5/3 ut + 67/24 yu +... 


On a démontré au n°.16 du texte que les produits u”w,(¢) restent 
inaltérés lorsqu’on y change a la fois ¢ en —{ et w en —y. D?’aprés 
cela il est bien clair que, au lieu de changer dans 


o= So, n" 


n=1 
¢ en —¢, on peut changer w en — yu. 
Dés lors, pour se procurer 


5(1 — e-240(-2)), 
on n’a qu’a changer dans la derniére formule ~ en — mw, ce qui donne 


5 (en2e-9 — 1) = we — 1/2 a" + 1/2 w* — 5/3 w* + 67/24 n> +... 
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N’oublions pas que, & cause de |’expression générale ce~*”) de w, 
les vitesses minimum et maximum w,,w,, c’est-d-dire les vitesses dans 
une créte (¢ = 1) et dans un creux (¢ = — 1), sont respectivement 


WW, = ce~to() v,= c e-to(—-2) 
d’ou 
! we) _ 17 _ ¢-stow 1 (we _ 4) 1 e-ster-1 _ 
g(1-B)—yr—em), )=zle* 1). 
On a maintenant tout ce qu’il faut pour expliciter en fonction de yu, 
soit la hauteur a, soit la dépression d, de l’onde, ou plus précisément les 
rapports 


: Et 
2a" ax" 
En effet, d’aprés les formules (12.4) et (18.9) du texte, on tire 


tout de suite 


@ = —(u+ 1/2u*+ 1/2u* + 5/38 ut + 67/24u°+...), 


— Sle 


6 = > — 1/2 w* + 1/2 u* — 5/3 wt +- 67/24 u°+...). 


Or p nest que 1—k=—1—k,u*—k,u*..., cest-a-dire, avec les 
valeurs numériques (12) et (15) de k, et de k,, 
(18) p=1—pw*—5/2u4*+6, 
en convenant de désigner en général par (m) un terme qui contient «” 


en facteur. 

On en déduit, pour « et 5, les expressions 
(19) a=e{1+1/24+ 3/2 u*+ 13/6u* + (6 + 19/24) u*+ @}, 
(20) 6=u{1 —1/2u4+ 3/2 u* — 13/6 u* + (6 + 19/24) u*+ @}, 
d’ou en premier lieu la conséquence que «,d et u sont du méme ordre, 
et coincident en premiére approximatior . 

Dés qu’on tient compte des termes d’ordre supérieur, la comparaison 
entre (19) et (20) montre que «>, c’est-a-dire que [élévation de la 
créte au-dessus du niveau moyen est plus grande que la dépression du 
creux au-dessous du méme niveau. 

On peut naturellement tirer de (19) et de (20) le développement 
de m suivant les puissances de a ou de 6. 

En nous bornant au premier, on trouve 


(19°) w=a{1 —1/2a — a* + 23/24a*+ @}. 
A la vérité Pétat du calcul nous aurait permis d’invertir la formule 
(19) en explicitant aussi le terme du cinquiéme ordre; mais ceci n’est pas 
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nécessaire, tout en se proposant de tenir compte aussi de cet ordre dans 
les relations entre «, 6 et p, qu’on va déduire et qui constituent, au point 
de vue physique, une conclusion essentielle de la théorie. 
En vue de ce dernier calcul il faut préparer les expressions de p* 
et de u‘* en fonction de a, déduites de (19’). Or il arrive que de (19’) 
on déduit 
pw? =a? {1 —a —7/4a* + 35/12a* + @}, 
ss Lanett 26+} 


qui se trouvent l’une et l’autre explicitées justement jusqu’au cinquiéme 
ordre inclus. 


6. Relations entre les constantes caractéristiques du phénoméne. 


Les trois constantes 





me s) d es gi 
wipe FY gab >. P= 9208 
22 Qn 


ont toutes une interprétation (géométrique ou cinématique) bien nette, 
tandis que m est un paramétre auxiliaire. I] suffit de |’éliminer entre (18), 
(19) et (20) pour avoir deux relations indépendantes, oi interviennent 
uniquement des éléments caractéristiques du phénoméne. On peut en par- 
ticulier, dans 

ae—d=—p*?+ 13/38u'+©, 
qu’on obtient en retranchant (20) de (19), et dans (18), 

p=1—pn*?— 5/2u4*+©, 


remplacer « en fonction de @ & l’aide des formules (21). Il vient alors 


(22) 6=« — a? +-«* — 31/1204 + 23/405 + @, 
et 
(23) p= 3, = 1-0? +a — 3/404 + 25/120* + © 


ce que nous écrivons aussi sous la forme équivalente 


93’ 1 22? 
ae } == 
Pp gi 


— 


=1+a*—a*+7/4a! — 49/120°+ ©. 
Si dans (23’) on tient compte seulement du deuxiéme ordre, il reste 
rl 
c* =o (1 + «*), 
ce qui est un résultat déja signalé per Stokes *®). 


) Voir par ex. Lamb, Hydrodynamics (Cambridge, University Press, 1916), 
Chap. IX, p. 410. 
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En terminant j’ajouterai quelques mots sur la solution approchée de 
Lord Rayleigh (mémoire cité dans la note *) de la préface). 

Il faudrait avant tout examiner de plus prés si les hypothéses pré- 
liminares de cet auteur sur l’ordre de grandeur de certains coefficients 
B, 7, 4, e sont effectivement une conséquence de notre théoréme d’existence. 
Ceci aurait aussi un imtérét pratique, puisque, avec les prémisses de 
Rayleigh, les premiéres étapes du calcul numérique se déroulent plus 
rapidement. 

Quoi qu’il en soit, je veux signaler ici une coincidence, dont on 
s’assure sans peine. 

Si, sans vouloir fixer d’avance l’ordre de grandeur des coefficients 
y, 6,e de Rayleigh, on admet seulement qu’ils soient tous d’ordre plus 
élevé que son f, on reconnait en premier lieu, d’aprés la formule (7) du 
mémoire en question et ses analogues, que le paramétre « de Lord Rayleigh 
coincide, au cinquiéme ordre prés, avec notre ~; aprés quoi la formule (11) 
du méme mémoire (en y écrivant u au lieu que @) fournit (pour z = 2) 
une expression de la hauteur de l’onde identique (jusqu’au cinquiéme ordre 
inclus) & notre formule (19). 


(Eingegangen am 12. 6. 1924.) 
















Uber zentrische Kollineation von Kegelschnitten. 
Von 


Hans Mohrmann in Basel. 


Unter obigem Titel hat Herr M. Frank in diesen Annalen (Bd. 92) 
eine kurze Note veréfientlicht, die gegen Schlu8 (S. 86) zwei Konstruktions- 
aufgaben enthalt. Es ist vielleicht historisch nicht uninteressant, zu er- 
fahren, daB diese Aufgaben (samt ihrer Behandlung mittels Zentral-Kolli- 
neation) noch lange nach der klassischen Zeit der Geometrie in Deutschland 
zum ehernen Bestand des Ubungsstoffes der Vorlesungen iiber Darstellende 
Geometrie (an den Technischen Hochschulen*)) oder der Synthetischen 
Geometrie (an den Universitaten’)) gehérten. 


‘) Z. B. Karlsruhe: Fr. Schur. 
*) Z. B. Miinchen: Doehlemann. 


(Eingegangen am 6. 11. 1924.) 








Alfred Ackermann-Teubner-Gedichtnispreis. 


Der von Herrn Hofrat Dr. Alfred Ackermann-Teubner in Leipzig im 
Jahre 1912 bei der Universitat Leipzig errichtete ,,Alfred Ackermann-Teubner- 
Gediachtnispreis zur Férderung der mathematischen Wissenschaften“ ist in 
diesem Jahre durch das Preisgericht Herrn Dr. Arnold Kohlschiitter, Haupt- 
observator am Astrophysik. Observatorium in Potsdam, fiir seine im 
Jahre 1914 im ,,Astrophysical Journal“ Vol. 40 mitgeteilte Entdeckung, 
die absolute Helligkeit von Sternen aus den Intensitatsverhaltnissen ge- 
wisser Spektrallinien zu bestimmen, zuerkannt worden. 


Ankiindigung 


Die Westfalische Mathematische Gesellschaft veranstaltet in der Pfingst- 

woche 1925 (2. bis 6. Juni) an der Universitat Miinster eine 
WeierstraB-Woche. 

Vortrage werden halten die Herren G. Mittag-Leffler, D. Hilbert, 
0. Perron, P. Koebe, L. Bieberbach, K. Knopp. 

AnschlieBend an die Tagung ist ein Ausflug nach Ostenfelde (Geburts- 
ort von Weierstra8) geplant. 

Ausfiirliches Programm wird im nachsten Heft der Jahresberichte der 
D. M. V. erscheinen. 

Auskunft durch das Mathematische Seminar Miinster i. W. 


R. Konig. 
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